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The Description of Relativistic Particles with Arbitrary Spin in the Electromagnetic Field, 

Starting with the equations of the center-of-mass motion and spin motion of a particle in 
a homogeneous electromagnetic field, we derive the Hamiltonian and the wave equation o f a 
relativistic particle with arbitrary spin and arbitrary magnetic moment in this field. W e change 
from the canonical representation to spinor representations with convenient transformation pro-
perties, and we find a form o f the wave equation which, for the special case of spin 1/2, coincides 
with the Dirac equation (in the form first given b y Feynman). The problems and limitations of 
this derivation are extensively discussed. 
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1. Einführung 

S e i t d e m D I K A C i m J a h r e 1 9 2 8 se ine b e r ü h m t e 
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W a s s e r s t o f f s p e k t r u m a n w a n d t e 1 , h a t e s a n V e r -
s u c h e n n i c h t g e f e h l t , s ie a u f d i e B e s c h r e i b u n g v o n 
T e i l c h e n h ö h e r e n S p i n s a ls 1 / 2 i m e l e k t r o m a g n e t i -
s c h e n E e l d z u e r w e i t e r n . E i n e k o n s i s t e n t e L ö s u n g 
f ü r S p i n s s > 1 i s t b i s h e r j e d o c h n i c h t g e f u n d e n 
w o r d e n 2 , 3 . I n d i e s e r A r b e i t w e r d e n w i r , v o n d e n 
a u f s p i n n e n d e T e i l c h e n w i r k e n d e n K r ä f t e n a u s -
g e h e n d , e i n e i n s c h w a c h e n , h o m o g e n e n F e l d e r n in 
e r s t e r N ä h e r u n g k o n s i s t e n t e W e l l e n g l e i c h u n g f ü r 
T e i l c h e n b e l i e b i g e n S p i n s a b l e i t e n . — 

D i e W e l l e n f u n k t i o n e i n e s f r e i e n T e i l c h e n s v o m 
S p i n 1 / 2 , z . B . e i n e s E l e k t r o n s , i s t n a c h D i r a c e in 
v i e r k o m p o n e n t i g e r S p i n o r , d e r d i e G l e i c h u n g 

yv Kß ip(x) — mxp (x) ( 1 .1 ) 

e r f ü l l t . D i e yß s i n d h i e r b e i 4 X 4 - M a t r i z e n , d i e a u f 
k o m p l i z i e r t e W e i s e m i t d e m S p i n d e s T e i l c h e n s z u -
s a m m e n h ä n g e n ; s ie s i n d u n t e r e i n a n d e r d u r c h d i e 
B e z i e h u n g e n 

y/lyV yVyU — % gflV (1.2) 

v e r k n ü p f t . D i e D i r a c - G l e i c h u n g h a t d i e b e q u e m e 
E i g e n s c h a f t , d a ß s ie d i e A n k o p p l u n g d e r e l e k t r o -
m a g n e t i s c h e n W e c h s e l w i r k u n g a u f s e h r e i n f a c h e 
W e i s e g e s t a t t e t , n ä m l i c h d u r c h d i e e i c h i n v a r i a n t e 
E r s e t z u n g 

Kß->Kß-qAß{x). (1.3) 
D i e G l e i c h u n g 

y»{Kß — qAtl{x))f{x) = mip{x) (1.4) 
b e s c h r e i b t d i e W e c h s e l w i r k u n g d e s E l e k t r o n s m i t 
d e m e l e k t r o m a g n e t i s c h e n F e l d g e n a u , s o f e r n m a n 
v o n S t r a h l u n g s k o r r e k t u r e n a b s i e h t . B e s o n d e r s 
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l u n g d e r e l e k t r o m a g n e t i s c h e n W e c h s e l w i r k u n g g e -
m ä ß G l . (1 .3 ) d i e se T e i l c h e n i m F e l d a u f k o n s i s t e n t e 
W e i s e b e s c h r e i b e n , b l i e b o h n e E r f o l g 3 . T u n g f a n d 
d i e f o l g e n d e E r k l ä r u n g d a f ü r : D i e W e l l e n f u n k t i o n 
e ines f r e i e n T e i l c h e n s t r a n s f o r m i e r t s i c h m i t e i n e r 
D a r s t e l l u n g d e r P o i n c a r e - G r u p p e . V e r l a n g t m a n , 
d a ß sie s i c h a u c h n o c h u n t e r L o r e n t z t r a n s f o r m a -
t i o n e n e i n f a c h , d . h . m i t e i n e r e n d l i c h e n D a r -
s t e l l u n g d e r h o m o g e n e n , e i g e n t l i c h e n , o r t h o c h r o n e n 
L o r e n t z - G r u p p e t r a n s f o r m i e r t , u n d f o r d e r t m a n 
w e i t e r f ü r d i e W e l l e n f u n k t i o n e i n e s f r e i e n T e i l c h e n s 
I n v a r i a n z u n t e r R a u m s p i e g e l u n g , s o f i n d e t m a n , 
d a ß m a n m i t e i n e r D a r s t e l l u n g z u m S p i n s a u c h 
s te t s d i e z u i h r k o n j u g i e r t e b r a u c h t ; f ü r d i e W e l l e n -
f u n k t i o n e ines f r e i e n T e i l c h e n s w e r d e n d e s h a l b i . a . 
m e h r K o m p o n e n t e n b e n ö t i g t a ls n u r d i e ( 2 5 + 1 ) , 
d i e s e i n e m S p i n e n t s p r e c h e n . D i e B e z i e h u n g e n , 
w e l c h e d i e K o m p o n e n t e n u n t e r e i n a n d e r v e r k n ü p f e n 
— f ü r S p i n 1 / 2 b i l d e n sie g e r a d e d i e D i r a c - G l e i c h u n g 
( 1 . 1 ) 3 , 6 — , g e b e n n u n A n l a ß z u G l e i c h u n g e n d e r 
A r t 

(K2)nyj = m2n ip, (1.6) 

w e l c h e G e i s t e r l ö s u n g e n m i t k o m p l e x e n M a s s e n b e -
s i t z e n , s o b a l d n > 1 w i r d ; n — 1 i s t a n s c h e i n e n d n u r 
f ü r m ö g l i c h 7 . B e i f r e i e n T e i l c h e n e l i m i n i e r t 
m a n n a t ü r l i c h d i e G e i s t e r d u r c h d i e B e d i n g u n g 

K2yj = m2ip. (1.7) 

F ü h r t m a n a b e r d i e e l e k t r o m a g n e t i s c h e W e c h s e l -
w i r k u n g g e m ä ß G l . ( 1 . 3 ) e i n , s o s t e l l t j e t z t d i e s e 
N e b e n b e d i n g u n g e i n e z u s ä t z l i c h e , n i c h t t r i v i a l e 
G l e i c h u n g , w e l c h e d i e K o n s i s t e n z d e s G l e i c h u n g s -
s y s t e m s z e r s t ö r t . U n t e r d e n G l e i c h u n g e n , d i e o h n e 
N e b e n b e d i n g u n g e n a u s k o m m e n u n d d a h e r d i e 
A n k o p p l u n g d e s e l e k t r o m a g n e t i s c h e n F e l d e s i n 
w i d e r s p r u c h s f r e i e r W e i s e e r l a u b e n , s i n d d i e K l e i n -
G o r d o n - , d i e D i r a c - u n d d i e P r o c a - G l e i c h u n g f ü r d i e 
S p i n s 0 b z w . 1 /2 u n d 1. 

D i e s e Ü b e r l e g u n g z e i g t , d a ß d e r b e s c h r i e b e n e 
W e g f ü r h ö h e r e n S p i n n i c h t z u m Z i e l e f ü h r e n k a n n . 
D a r a u s s c h l i e ß e n w i r , d a ß e r e b e n n i c h t g r u n d l e g e n d 
r i c h t i g i s t , u n d wrir f r a g e n u n s , w e l c h e d e r d o r t g e -
s te l l t en F o r d e r u n g e n w i r a u f g e b e n k ö n n e n . 

A l s e r s t es b e m e r k e n w i r : T u n g v e r l a n g t u n b e -
w i e s e n , d a ß d i e W e l l e n g l e i c h u n g i n v a r i a n t se in 
m ü s s e g e g e n ü b e r d e n T r a n s f o r m a t i o n e n , u n t e r 
w e l c h e n d i e z u b e s c h r e i b e n d e n P h ä n o m e n e i n -
v a r i a n t s i n d , h i e r i n s b e s o n d e r e g e g e n ü b e r R a u m -



Sp iege lung . D a a b e r d i e W e l l e n f u n k t i o n ers t i n 
V e r b i n d u n g m i t e i n e r V o r s c h r i f t , w e l c h e a n g i b t , 
w i e d i e E r w a r t u n g s w e r t e v o n O b s e r v a b l e n z u 
b i l d e n s i n d , p h y s i k a l i s c h e B e d e u t u n g b e s i t z t , k a n n 
d i e s e F o r d e r u n g m ö g l i c h e r w e i s e d u r c h e i n e s c h w ä -
c h e r e e r s e t z t w e r d e n . I n d e r T a t i s t b e i s p i e l s w e i s e 
i n d e r F e y n m a n s c h e n F o r m u l i e r u n g d e r D i r a c -
G l e i c h u n g ( 1 . 4 ) 8 > 9 , 1 0 d i e W e l l e n g l e i c h u n g f ü r d a s 
E l e k t r o n i m e l e k t r o m a g n e t i s c h e n F e l d 

[(K - qA)2 + 2 q S { B + iE)]<p(x) = m2cp(z) (1.8a) 

n i c h t g e g e n ü b e r R a u m s p i e g e l u n g i n v a r i a n t ; s ie 
g e h t d a b e i ü b e r i n 

[(K - qA)2 + 2 q S ( B - i E)]x(x) = m*X(x) (1.8b) 

( v g l . A b s c h n i t t 4 . 5 ) . T r o t z d e m s i n d d i e e l e k t r o -
m a g n e t i s c h e n E f f e k t e i n v a r i a n t g e g e n ü b e r R a u m -
s p i e g e l u n g 1 1 . D a s l i e g t d a r a n , d a ß d i e M a t r i x -
e l e m e n t e f ü r d i e e l e k t r o m a g n e t i s c h e W e c h s e l w i r -
k u n g i n d e n b e i d e n Z w e i e r s p i n o r e n cp u n d % s y m -
m e t r i s c h g e b i l d e t w e r d e n 1 2 . ( D a j e d e r d e r b e i d e n 
Z w e i e r s p i n o r e n s i c h a b e r a ls F u n k t i o n d e s a n d e r e n 
a u s d r ü c k e n l ä ß t , i s t d i e T h e o r i e i h r e m W e s e n n a c h 
z w e i k o m p o n e n t i g u n d n i c h t v i e r k o m p o n e n t i g . ) D i e 
W e l l e n g l e i c h u n g b r a u c h t a l s o d u r c h a u s n i c h t d i e 
I n v a r i a n z e n d e r p h y s i k a l i s c h e n P h ä n o m e n e w i e d e r -
z u g e b e n , n u r v o n i h r e r I n t e r p r e t a t i o n v e r l a n g e n 
w i r es . 

Z w e i t e n s i s t e s n i c h t r i c h t i g , d a ß w i e i m F a l l e 
s p i n l o s e r T e i l c h e n a u c h f ü r T e i l c h e n m i t S p i n d a s 
e l e k t r o m a g n e t i s c h e F e l d i n e r s te r N ä h e r u n g in d i e 
W e l l e n g l e i c h u n g n u r a u f d e m W e g e d e r m i n i m a l e n 
K o p p l u n g g e m ä ß G l . ( 1 .3 ) e i n g e h t 1 3 , 1 4 . S c h o n d a s 
P r o t o n w i r d n i c h t m e h r d u r c h d i e D i r a c - G l e i c h u n g 
(1 .4 ) b e s c h r i e b e n ; m a n k o r r i g i e r t s ie n a c h P a u l i 
d u r c h e i n e n k o Varianten Z u s a t z t e r m 1 5 » 1 6 . 

E i n e n H i n w e i s a u f e i n e n W e g z u r e l a t i v i s t i s c h e n 
G l e i c h u n g e n g i b t u n s d i e B e m e r k u n g , d a ß w i r v o n 
d e r A u s w e r t u n g d e r E x p e r i m e n t e h e r j a r e c h t g u t 
d i e n i c h t r e l a t i v i s t i s c h e n G l e i c h u n g e n f ü r T e i l c h e n 
i m e l e k t r o m a g n e t i s c h e n F e l d k e n n e n . I m F a l l e d e s 
E l e k t r o n s i s t d i e P a u l i - G l e i c h u n g 1 7 e i n e g u t e 
N ä h e r u n g : 

Z ^ + l A ' - l S B 

+ ^ S ( £ x E ) } f ( i ) i ( 1 . 9 ) 

m i t g e e i g n e t e n F a k t o r e n v o r d e n S p i n t e r m e n so l l t e 
e i n e G l e i c h u n g d i e s e r A r t a u c h f ü r a n d e r e T e i l c h e n 
m i t S p i n g e l t e n 1 4 . N u n ä n d e r t s i c h f ü r d a s T e i l c h e n 

n i c h t s , w e n n s i c h d e r B e o b a c h t e r s e l b s t m i t h o h e r 
G e s c h w i n d i g k e i t a n i h m v o r b e i b e w e g t . D i e F r a g e 
i s t n u r , w i e l a u t e t j e t z t , v o m B e o b a c h t e r a u s g e -
s e h e n , se ine B e w e g u n g s g l e i c h u n g ? D u r c h L o r e n t z -
T r a n s f o r m a t i o n so l l t e s ie s i c h e r s c h l i e ß e n l a s s e n . 

W i r f i n d e n , d a ß d e r f o l g e n d e i m P r i n z i p e i n f a c h e 
W e g z u m Z i e l e f ü h r t : W i r g e h e n a u s v o n d e n B e -
w e g u n g s g l e i c h u n g e n e i n e s s p i n n e n d e n T e i l c h e n s i m 
R u h e s y s t e m . S i n d sie b e k a n n t , s o k ö n n e n w i r i m 
k l a s s i s c h e n S i n n e b e h a u p t e n , d i e B e w e g u n g d e s 
T e i l c h e n s v o l l s t ä n d i g z u ü b e r s e h e n : d i e G l e i c h u n g e n 
i n e i n e m b e w e g t e n S y s t e m e r h ä l t m a n e i n f a c h d u r c h 
L o r e n t z - T r a n s f o r m a t i o n . N a c h d e m K o r r e s p o n d e n z -
p r i n z i p g i l t d i e s a u c h i n d e r Q u a n t e n m e c h a n i k f ü r 
d i e M i t t e l w e r t e d e r O b s e r v a b l e n d e s T e i l c h e n s . 

U m d i e W e l l e n p h ä n o m e n e d e s T e i l c h e n s z u b e -
s c h r e i b e n , b e n ö t i g e n w i r a l l e r d i n g s d e n H a m i l t o n -
O p e r a t o r , d e r d i e z e i t l i c h e V e r ä n d e r u n g d e r O b s e r -
v a b l e n s e l b s t e r z e u g t . A l s b r a u c h b a r b e i m A u f -
s u c h e n d e s H a m i l t o n - O p e r a t o r s w i r d s i c h a l l e in d i e 
E i g e n z e i t f o r m u l i e r u n g d e r H a m i l t o n s c h e n G l e i c h u n -
g e n 1 8 ' 1 9 e r w e i s e n , w e l c h e d i e V e r ä n d e r u n g d e r 
O b s e r v a b l e n i n d e r E i g e n z e i t d e s T e i l c h e n s m i t d e m 
K o m m u t a t o r m i t d e m H a m i l t o n - O p e r a t o r v e r -
b i n d e t . 

I m n ä c h s t e n S c h r i t t w e r d e n w i r d i e e r h a l t e n e 
G l e i c h u n g a u f S p i n o r f o r m b r i n g e n u n d d e n Z u -
s a m m e n h a n g m i t d e r D i r a c - G l e i c h u n g [ in d e r 
F e y n m a n s c h e n F o r m u l i e r u n g ( 1 . 8 ) ] h e r s t e l l e n . D a -
b e i b e d i e n e n w i r u n s d e r D a r s t e l l u n g s t h e o r i e d e r 
P o i n c a r e - G r u p p e z u e n d l i c h e n M a s s e n . 

D i e S c h w i e r i g k e i t e n , a u f d i e w i r i m L a u f e d e r 
U n t e r s u c h u n g s t o ß e n , u m g e h e n w i r , i n d e m w i r 
k o n s e q u e n t d i e N ä h e r u n g w ä h l e n , i n d e r s ie n i c h t 
m e h r a u f t r e t e n . W i r b e t r a c h t e n k e i n e S t r a h l u n g s -
k o r r e k t u r e n , d o c h b e s c h r ä n k e n w i r u n s f e r n e r a u c h 
a u f h o m o g e n e , h i n r e i c h e n d s c h w a c h e F e l d e r . W i r 
m a c h e n d i e s e A n n a h m e n , u m z u m i n d e s t i n e r s t e r 
N ä h e r u n g e i n e b r a u c h b a r e G l e i c h u n g z u e r h a l t e n , 
d i e w i r a u c h b e g r ü n d e n k ö n n e n . 

B e i d e r S u c h e n a c h d e r L ö s u n g s c h ä t z e n w i r u n s 
g l ü c k l i c h , z u m i n d e s t f ü r d a s E l e k t r o n e i n e i n s e h r 
g u t e r N ä h e r u n g g ü l t i g e r e l a t i v i s t i s c h e G l e i c h u n g 
z u r V e r f ü g u n g z u h a b e n , n ä m l i c h d i e D i r a c -
G l e i c h u n g i n i h r e n v e r s c h i e d e n e n F o r m e n . A n i h r 
k o n n t e n w i r u n s o r i e n t i e r e n u n d u n s e r e T h e o r i e 
t e s t e n . I n s b e s o n d e r e n ü t z t u n s d i e v o n F e y n m a n 
a n g e g e b e n e F o r m u l i e r u n g , G l . ( 1 .8 ) . 

S c h l i e ß l i c h e r h a l t e n w i r als e l e g a n t e s t e L ö s u n g 
u n s e r e s P r o b l e m s e i n e D i f f e r e n t i a l g l e i c h u n g z w e i t e r 



O r d n u n g f ü r e i n e n ( 2 s -f- l ) - k o m p o n e n t i g e n S p i n o r . 
M i t e i n e r V o r s c h r i f t z u r B i l d u n g v o n M a t r i x -
e l e m e n t e n z u s a m m e n b e s c h r e i b t sie d a s V e r h a l t e n 
e i n e s e i n f a c h e n T e i l c h e n s i m h i n r e i c h e n d s c h w a -
c h e n , h o m o g e n e n e l e k t r o m a g n e t i s c h e n F e l d . 

U n t e r e i n e m e i n f a c h e n T e i l c h e n v e r s t e h e n w i r 
e i n e s , d a s d u r c h d i e W e r t e f ü r M a s s e , L a d u n g , S p i n 
u n d s p i n g y r o m a g n e t i s c h e s V e r h ä l t n i s a u s r e i c h e n d 
c h a r a k t e r i s i e r t w i r d . E i n f a c h i s t z . B . e i n L i ^ - K e r n 
i n g e n ü g e n d s c h w a c h e n F e l d e r n , d . h . , s o l a n g e w i r 
n i c h t a u f d i e z u s ä t z l i c h e n F r e i h e i t s g r a d e a c h t e n 
m ü s s e n , d i e m i t s e i n e r Z u s a m m e n s e t z u n g a u s 
N u k l e o n e n z u t u n h a b e n . E r h a t d i e M a s s e m = 
6 . 9 6 3 6 8 7 mv, d i e L a d u n g q = 3 Z eo, d e n S p i n s = 3 / 2 
u n d d a s g y r o m a g n e t i s c h e V e r h ä l t n i s ^ = 3 . 2 5 6 
leol2mp, w o b e i mv d i e M a s s e d e s P r o t o n s u n d ? eo d i e 
E l e m e n t a r l a d u n g b e d e u t e n 2 0 . 

2. Ableitung des Hamilton-Operators 
für ein relativistisches Teilchen 

U m d i e W e l l e n g l e i c h u n g f ü r e i n r e l a t i v i s t i s c h b e -
w e g t e s T e i l c h e n h e r z u l e i t e n , s c h l a g e n w i r d e n W e g 
ü b e r d i e B e w e g u n g s g l e i c h u n g e n e i n . S i n d sie i m 
R u h e s y s t e m b e k a n n t , s o b e k o m m t m a n i h r e 
r e l a t i v i s t i s c h e F o r m a u f e i n d e u t i g e W e i s e d u r c h 
L o r e n t z - T r a n s f o r m a t i o n . F ü r sie i s t d a n n d e r 
H a m i l t o n - O p e r a t o r z u finden. 

F ü r T e i l c h e n m i t S p i n g i b t e s z w e i B e w e g u n g s -
g l e i c h u n g e n , e i n e f ü r d i e S c h w e r p u n k t s b e s c h l e u n i -
g u n g u n d e i n e f ü r d i e S p i n b e w e g u n g . 

2.1. Schwierigkeiten bei der Beschleunigung s-
gleichung; Definition der benutzten Näherung 

A u f S c h w i e r i g k e i t e n s t o ß e n w i r b e i d e r A u f -
s t e l l u n g d e r B e s c h l e u n i g u n g s g l e i c h u n g i m R u h e -
s y s t e m f ü r e i n T e i l c h e n i n i n h o m o g e n e n F e l d e r n . 
B e t r a c h t e n w i r d e n F a l l d e s E l e k t r o n s , f ü r d a s d e r 
n i c h t r e l a t i v i s t i s c h e H a m i l t o n - O p e r a t o r , d e r d e r 
P a u l i - G l e i c h u n g n ä m l i c h , g u t b e k a n n t i s t : 

2m * m 

+ ,ll2 S(K :< E). ( 2 . 1 ) 

U m d e n O p e r a t o r d e r B e s c h l e u n i g u n g z u b e -
s t i m m e n , b r a u c h e n w i r z u n ä c h s t d e n d e s k i n e t i s c h e n 
I m p u l s e s , d e r s i c h i m H e i s e n b e r g - B i l d e r g i b t z u 

P=mX = i m[H, X] = K-qA+ ExS. 

(2.2) 

I n d e r d a r a u s a b g e l e i t e t e n B e s c h l e u n i g u n g s g l e i c h u n g 

p = i[H, pj + e0p 

+ 2 y i - d - P ( E x S ) (2 .3 ) 

+ (PÖ)(ExS)] + 0(<72) 
t r i t t /I = qjm l i n e a r e i n m a l i n V e r b i n d u n g m i t 
d(SB) u n d z w e i t e n s m i t X S) a u f , w e n n w i r 
ins R u h e s y s t e m g e h e n . D i e s e r l e t z t e , z u s ä t z l i c h e 
T e r m i s t b i s h e r n i c h t v e r s t a n d e n . N a c h d e m 
K o r r e s p o n d e n z p r i n z i p n ä m l i c h s o l l t e s i c h d e r 
M i t t e l w e r t d e s I m p u l s e s i n d e r s e l b e n W e i s e z e i t l i c h 
v e r ä n d e r n w i e d e r I m p u l s d e s k l a s s i s c h e n G e g e n -
s t ü c k s , h i e r a l s o d e r I m p u l s i r g e n d e i n e s K r e i s e l s 
i m F e l d . 

V e r s u c h e n w i r d e s h a l b , e i n e n K r e i s e l g e n a u e r z u 
b e g r e i f e n , z . B . e i n e s i c h d r e h e n d e H a n t e l , a u f d e r e n 
M a s s e n L a d u n g e n s i t z e n . I n d e r B e s c h l e u n i g u n g s -
g l e i c h u n g w e r d e n e r w a r t u n g s g e m ä ß z e i t l i c h v e r -
ä n d e r l i c h e F e l d e r i n s S p i e l k o m m e n , m a n h a t m i t 
r e t a r d i e r t e n K r ä f t e n u n d d a h e r r e l a t i v i s t i s c h z u 
r e c h n e n . D a s r e l a t i v i s t i s c h e Z w e i k ö r p e r p r o b l e m ist 
n i c h t a l l g e m e i n g e l ö s t . E s l ä ß t s i c h n ä h e r u n g s w e i s e 
a b e r u m g e h e n : W i r s t e l l e n u n s d i e H a n t e l m i t s ehr 
u n g l e i c h v e r t e i l t e n M a s s e n v o r , s o d a ß w i r i m 
w e s e n t l i c h e n n u r d i e B e w e g u n g d e r k l e i n e n M a s s e 
z u b e r ü c k s i c h t i g e n h a b e n , u m d i e A u s w i r k u n g d e r 
H a n t e l d r e h u n g a u f d i e S c h w e r p u n k t s b e w e g u n g z u 
s t u d i e r e n . D o c h g e l a n g es d e m V e r f a s s e r n i c h t , a u f 
d i e s e W e i s e e ine z u s ä t z l i c h e z e i t l i c h e A b l e i t u n g v o n 
E i n d e r B e s c h l e u n i g u n g s g l e i c h u n g z u e r k l ä r e n . E i n e 
n i c h t u n w i c h t i g e F r a g e s t e l l t e n d a b e i d i e Z w a n g s -
k r ä f t e , d i e e i n g e f ü h r t w e r d e n m u ß t e n , u m i m A u s -
d r u c k f ü r d a s m a g n e t i s c h e M o m e n t e i n e n k o n -
s t a n t e n D r e h i m p u l s z u g a r a n t i e r e n , w i e w i r es v o n 
d e m M o d e l l e i n e s s p i n n e n d e n E l e k t r o n s v e r l a n g e n . 
A u c h h i e r m i ß l a n g d e m V e r f a s s e r e i n e b e f r i e d i g e n d e 
A n t w o r t . S o l a n g e d i e s e s P r o b l e m u n g e l ö s t b l e i b t , 
w a g e n w i r es n i c h t , e i n s p i n n e n d e s T e i l c h e n i m 
i n h o m o g e n e n F e l d z u b e h a n d e l n . 

W i r b e s c h r ä n k e n u n s d a h e r a u f h o m o g e n e F e l d e r . 
I n d e r k l a s s i s c h e n B e s c h l e u n i g u n g s g l e i c h u n g i m 
R u h e s y s t e m , 

x = (q/m) E, (2 .4 ) 

t r i t t d e r S p i n d a n n n i c h t a u f . W i r b e m e r k e n a b e r , 
d a ß d e r P a u l i - H a m i l t o n - O p e r a t o r ( 2 . 1 ) a u c h n o c h 
w e i t e r e , in d e n F e l d e r n n i c h t l i n e a r e A u s d r ü c k e in 



d e r B e s c h l e u n i g u n g s g l e i c h u n g l i e f e r t , n ä m l i c h 

(q2/2m3) [(S B) E - (S E) B] + 0 [q3). (2.5) 

D i e s e T e r m e v e r h a l t e n s i c h z u d e m f ü h r e n d e n A u s -
d r u c k ( 2 . 4 ) b e t r a g s m ä ß i g w i e r j : t , w o b e i rj d e r 
G r ö ß e n o r d n u n g n a c h g l e i c h 

r i ^ % - \ q E \ l m - , 2 = 1 j m ( 2 . 6 ) 

i s t . 2 i s t d i e C o m p t o n - W e l l e n l ä n g e d e s b e t r a c h t e t e n 
T e i l c h e n s u n d mj\qE\ d i e S t r e c k e , a u f d e r d a s e l e k -
t r i s c h e F e l d d e m T e i l c h e n e i n e k i n e t i s c h e E n e r g i e 
v o m B e t r a g e s e i n e r R u h e e n e r g i e e r t e i l t . Z a h l e n -
b e i s p i e l : F ü r e i n E l e k t r o n a u f d e r n i e d r i g s t e n B o h r -
s c h e n B a h n i m W a s s e r s t o f f a t o m i s t r] ^ o l 3 zu 1 0 ~ 6 . 
D i e s e T e r m e w o l l e n w i r v e r n a c h l ä s s i g e n . D a m i t 
h a b e n w i r u n s e r e N ä h e r u n g d e f i n i e r t u n d a u c h g e -
s a g t , w a s w i r u n t e r h i n r e i c h e n d s c h w a c h e n F e l d e r n 
v e r s t e h e n : f ü r s ie i s t rj 1. 

2.2. Transformation der Gleichung für die 
Spinbewegung vom Ruhesystem auf ein bewegtes 

System 

U m d e n E i n f l u ß d e s S p i n s z u b e r ü c k s i c h t i g e n , 
m ü s s e n w i r d i e G l e i c h u n g f ü r d i e S p i n b e w e g u n g i m 
h o m o g e n e n F e l d u n t e r s u c h e n . V o m k l a s s i s c h e n 
G e g e n s t ü c k h e r k e n n e n w i r d i e e i n f a c h e G l e i c h u n g 
i m R u h e s y s t e m 2 1 , 

ds/dt — ju s x B. (2.7) 

D i e s e G l e i c h u n g w e r d e n w i r r e l a t i v i s t i s c h t r a n s -
f o r m i e r e n 2 2 u n d d a r a u f d e n H a m i l t o n - O p e r a t o r a u f -
s u c h e n , a u s d e m sie h e r g e l e i t e t w e r d e n k a n n . D a b e i 
v e r s t e h e n w i r , d a ß d i e s e r n u r d e n T e i l v o m v o l l e n 
H a m i l t o n - O p e r a t o r d a r s t e l l t , w e l c h e r d i e S p i n -
b e w e g u n g b e s c h r e i b t ; m i t d e m a n d e r e n T e i l , d e r 
d i e S c h w e r p u n k t s b e w e g u n g l i e f e r t , i s t e r z u m g e -
s a m t e n H a m i l t o n - O p e r a t o r z u v e r v o l l s t ä n d i g e n . 

D e n S p i n i m R u h e s y s t e m b e t r a c h t e n w i r a l s d e n 
r ä u m l i c h e n A n t e i l e i n e s P o l a r i s a t i o n s v i e r e r v e k t o r s 
w, d e s s e n n u l l t e K o m p o n e n t e i m R u h e s y s t e m v e r -
s c h w i n d e t 23.24.25_ j n e i n e m b e l i e b i g e n S y s t e m i s t 
w g e g e b e n d u r c h 

1 p° 1 

i m e l e k t r o m a g n e t i s c h e n F e l d i s t s ie 

_ s , (»P)P 
m (TO + p°) 

w° = w p/p0 = s p j m . 

(2.8) 

I m R u h e s y s t e m v e r s c h w i n d e t z w a r a b e r n i c h t 
s e i n e z e i t l i c h e A b l e i t u n g ; f ü r e i n g e l a d e n e s T e i l c h e n 

dt 
d ps 
dt m 

s d/> 
m d< sE. ( 2 . 9 ) 

A n d i e s e r S t e l l e h a t d i e S o n d e r r o l l e v o n q/m 
i n n e r h a l b d e s g y r o m a g n e t i s c h e n V e r h ä l t n i s s e s i h r e n 
U r s p r u n g , u n d z w a r a l s d i e d e s „ n o r m a l e n " g y r o -
m a g n e t i s c h e n V e r h ä l t n i s s e s e i n e s g e l a d e n e n T e i l -
c h e n s 2 7 . 

I n d e m w i r d i e n a c h f o l g e n d e G l e i c h u n g i m R u h e -
s y s t e m n a c h p r ü f e n , b e s t ä t i g e n w i r , d a ß d i e k o -
v a r i a n t e F o r m d e r G i n . ( 2 . 7 ) u n d ( 2 . 9 ) l a u t e t : 

dw^/dr = [x F»v wv — (1 Im2) 

•[/" — (qlm)]p»F**prwx. (2.10) 
T is t d i e E i g e n z e i t d e s T e i l c h e n s , r = tp°jm. D i e 
e r h a l t e n e G l e i c h u n g s c h r e i b e n w i r f ü r d i e f o l g e n d e n 
Ü b e r l e g u n g e n b e q u e m e r h i n , i n d e m w i r d a s n o r -
m a l e , d . h . a n d a s V o r h a n d e n s e i n d e r L a d u n g g e -
b u n d e n e g e o m a g n e t i s c h e V e r h ä l t n i s 

H n - = q \ m ( 2 . 1 1 ) 

v o n d e m a n o m a l e n , d . h . o h n e v o n a u ß e n f e s t s t e l l -
b a r e L a d u n g v o r h a n d e n e n , 

H — Hn = p> — iq/m), (2.12) 

t r e n n e n 2 9 . U n t e r A u s w e r t u n g d e r G l e i c h u n g f ü r d i e 
B e w e g u n g e i n e r L a d u n g i m e l e k t r o m a g n e t i s c h e n 
F e l d , d . i . , d e r G l . ( 2 . 4 ) i n k o v a r i a n t e r F o r m , 

dpf/dr = (q/m) F»v pv, (2.13) 
u n d d e r G i n . ( 2 . 8 ) b e k o m m e n w i r a u s G l . ( 2 . 1 0 ) 
s c h l i e ß l i c h 

ds 
d r iT = j « » « X ß + 

Exp 
m + p° ( 2 . 1 4 ) 

+ jU„ s X ( — B j E ^ + l Ü ) " \ m m (TO + P ) to / 

o d e r a u c h 

ds TO ( 
dt fisX[B + 

Exp 
TO + p° ( 2 . 1 5 ) 

2.3. Eigenzeitformulierung der Hamiltonschen 
Gleichungen 

F ü r d i e s e B e w e g u n g s g l e i c h u n g , a l s G l e i c h u n g f ü r 
O p e r a t o r e n i m H e i s e n b e r g - B i l d a u f g e f a ß t , i s t a l s o 
j e t z t e i n H a m i l t o n - O p e r a t o r z u f i n d e n . Ü b l i c h e r -
w e i s e w ü r d e n w i r i h n a n s e t z e n , i n d e m w i r d i e 
G l e i c h u n g 

dSjdt = i [H*, S] (2.16) 



H i = - Hn 

— ^a 

B + 

+ E x P ) - ( 2 . 1 8 ) 

u n d d i e V e r t a u s c h u n g s r e l a t i o n e n d e r S p i n o p e r a -
t o r e n 

[Si,Sk] = ieiklSl, kurz SxS = iS (2.17) 

a u s w e r t e n , a l s 

Ex p 

( P B ) P 

m p° 

D o c h s o s e l b s t v e r s t ä n d l i c h i s t G l . ( 2 . 1 6 ) i m 
r e l a t i v i s t i s c h e n F a l l e n i c h t 1 8 , 1 9 . D e r P a r a m e t e r , 
d e r f ü r b e l i e b i g e B e z u g s s y s t e m e d i e B e w e g u n g 
e i n e s T e i l c h e n s m a r k i e r t , i s t d e s s e n E i g e n z e i t . D e r 
H a m i l t o n - O p e r a t o r i n e i n e m r e l a t i v i s t i s c h , , k o -
v a r i a n t e n " H a m i l t o n - F o r m a l i s m u s ( s o d i e B e -
z e i c h n u n g b e i G o l d s t e i n ) w i r d d a h e r d a s A b s p u l e n 
d e r k a n o n i s c h e n T r a n s f o r m a t i o n e n i n d e r E i g e n z e i t 
d e s T e i l c h e n s e r z e u g e n , d . h . , m a n w i r d i h n s o 
w ä h l e n , d a ß d i e B e w e g u n g s g l e i c h u n g e i n e s O p e r a -
t o r s 0 d i e F o r m a n n i m m t : 

dO/dr = i[H\ &] + ( 0 0 / 8 r ) . ( 2 . 1 9 ) 

D e n H a m i l t o n - O p e r a t o r e i n e s f r e i e n T e i l c h e n s 
s e t z e n w i r i n d i e s e m G e i s t e n i c h t a n a l s 

Hlp = J/K2 + m 2 ( 2 . 2 0 ) 

— w e l c h e F o r m m i t d e r V o r s c h r i f t ( 2 . 1 6 ) d i e g e -
w o h n t e B e z i e h u n g z w i s c h e n k a n o n i s c h e m u n d 
k i n e t i s c h e m I m p u l s l i e f e r t — , s o n d e r n a l s 

H p = — ( l / 2 m ) K ß K i * - , ( 2 . 2 1 ) 

m i t d i e s e r F o r m f a l l e n b e i A n w e n d u n g d e r V o r -
s c h r i f t ( 2 . 1 9 ) k a n o n i s c h e r u n d k i n e t i s c h e r I m p u l s 
z u s a m m e n . 

A l s S k a l a r o p e r a t o r h a t HTp e t w a s m i t e i n e r 
s k a l a r i n v a r i a n t e n E n e r g i e z u t u n . B e i s p i n l o s e n 
T e i l c h e n i s t s e i n W e r t — m / 2 . D i e M a s s e i s t n u n 
d i e e i n z i g e G r ö ß e , d i e m i t e i n e m S k a l a r v o n d e r 
D i m e n s i o n d e r E n e r g i e z u s a m m e n h ä n g t ; d a h e r 
s o l l t e — m / 2 f ü r a l l e e i n f a c h e n T e i l c h e n , a u c h 
s o l c h e m i t S p i n , d e n W e r t d e s H a m i l t o n - O p e r a t o r s 
a n g e b e n . D e r F a l l v o n m e h r e r e n m i t e i n a n d e r 
w e c h s e l w i r k e n d e n T e i l c h e n b l e i b t n o c h z u u n t e r -
s u c h e n . B e i T e i l c h e n i n F e l d e r n m a g n o c h e i n e 
s k a l a r d e f i n i e r t e F e l d e n e r g i e h i n z u t r e t e n ; i n d e r 

v o n u n s b e t r a c h t e t e n „ S c h w a c h f e l d n ä h e r u n g " k ö n -
n e n w i r d i e s e K o r r e k t u r j e d o c h v e r n a c h l ä s s i g e n . — 
M i t d e m g e n a n n t e n W e r t d e s H a m i l t o n - O p e r a t o r s 
e r h a l t e n w i r f ü r f r e i e T e i l c h e n d i e K l e i n - G o r d o n -
G l e i c h u n g i n O p e r a t o r f o r m . 

D e n H a m i l t o n - O p e r a t o r f ü r e i n s p i n l o s e s T e i l c h e n 
i m e l e k t r o m a g n e t i s c h e n F e l d b e k o m m e n w i r d u r c h 
m i n i m a l e A n k o p p l u n g d e s F e l d e s g e m ä ß G l . ( 1 . 3 ) z u 

Hrp = - {lßm){K-qA)*. (2.22) 

E r l i e f e r t u n s d i e B e w e g u n g s g l e i c h u n g ( 2 . 1 3 ) 1 8 . 

2.4. Der Hamilton-Operator für ein relativistisches 
Teilchen 

I n d e m w i r d i e K e n n t n i s u n s e r e s S c h l u ß e r g e b -
n i sses v o r w e g n e h m e n , e n t s c h e i d e n w i r u n s f ü r d i e 
E i g e n z e i t f o r m u l i e r u n g d e r H a m i l t o n s c h e n G l e i -
c h u n g e n ; n u r m i t d i e s e r k ö n n e n w i r e i n e G l e i c h u n g 
h e r l e i t e n , w e l c h e d i e D i r a c - G l e i c h u n g ( in d e r 
F e y n m a n s c h e n F o r m ( 1 . 8 ) ) a l s e i n e n S p e z i a l f a l l f ü r 
S p i n 1 / 2 e n t h ä l t . W i r e r h a l t e n d e n H a m i l t o n -
O p e r a t o r , d e r u n s d i e S p i n b e w e g u n g s g l e i c h u n g 
( 2 . 1 4 ) l i e f e r t , e i n d e u t i g a l s 

H l = - f i n S ( ß + p 0 ) ( 2 . 2 3 ) 

/ P O P { P B ) E X P 
L M M I M 4 - P0\ "T" ™ 

D i e E i n d e u t i g k e i t d e s g e w o n n e n e n H a m i l t o n -
O p e r a t o r s s e h e n w i r s o e i n : F ü r h ö h e r e S p i n s a l s 1 / 2 
k a n n m a n d a s P r o d u k t z w e i e r S p i n m a t r i z e n n i c h t 
a l l g e m e i n a u f e i n e n A u s d r u c k z u r ü c k f ü h r e n , i n d e m 
d i e S p i n m a t r i z e n n u r l i n e a r v o r k o m m e n . [ D i e 
(2 s + l ) - d i m e n s i o n a l e n S p i n m a t r i z e n f ü r S p i n s 

h a b e n h ö c h s t e n s e i n e N e b e n d i a g o n a l e u n g l e i c h 
N u l l ; b e i d e r M u l t i p l i k a t i o n m i t e i n e r b e l i e b i g e n 
S p i n m a t r i x w i r d d i e A n z a h l d e r N e b e n d i a g o n a l e n 
i . a . u m e i n s v e r g r ö ß e r t . ] N e h m e n w i r n u n a n , d a ß 
f ü r s > 1 / 2 

H = H0 + fikSi Sk. (2.24) 

O . B . d . A . i s t fik e i n s y m m e t r i s c h e r D r e i e r t e n s o r ; 
e i n n i c h t s y m m e t r i s c h e r A n t e i l w ü r d e d i e A b -
s p a l t u n g e i n e s i n d e n S p i n m a t r i z e n l i n e a r e n A u s -
d r u c k s e r m ö g l i c h e n . D a n n f o l g t 

dSl/dr = i[H,Sl] = i[H0, Sl] + »/«*[£«£*,£*] = i[H0, S*] - f fikelim(S»Sk + SkSm). (2.25) 

D i e V e r t a u s c h u n g m i t Sl l i e f e r t a l s o w i e d e r e i n e n A u s d r u c k m i t P r o d u k t e n v o n S p i n m a t r i z e n , w e l c h e r 
n i c h t a u f e i n e n l i n e a r e n A u s d r u c k z u r e d u z i e r e n i s t . I n ä h n l i c h e r W e i s e z e i g t m a n d i e s f ü r s k a l a r e P o l y -



n o m e i n d e n S p i n m a t r i z e n , d e r e n G r a d b e i m a x i m a l e r R e d u z i e r u n g g r ö ß e r a l s e i n s i s t . D a r a u s f o l g t , d a ß 
H n u r d i e F o r m H = QS - f - R h a b e n k a n n , u m d i e B e w e g u n g s g l e i c h u n g ( 2 . 1 4 ) z u l i e f e r n . 

D e n S p i n t e i l d e s H a m i l t o n - O p e r a t o r s s e t z e n w i r n u n m i t d e m T e i l , d e r d i e S c h w e r p u n k t s b e w e g u n g b e -
s c h r e i b t , z u m v o l l s t ä n d i g e n H a m i l t o n - O p e r a t o r z u s a m m e n : 

H ijt I ttx (K-qA)Z / ExP\ «/p® P(PB) ExP\_ H = Hp + H8=- 2m pnS\B + —^rpo) -fiaSy—B- m(m + p0) + f-m ~) (2-26) 

A l s e r s t e s b e m e r k e n w i r , d a ß HTS d e r G r ö ß e n o r d n u n g n a c h u m rj k l e i n e r i s t a ls Hrp. Z u d e n I m p u l s -
k o m p o n e n t e n e i n e s s p i n l o s e n T e i l c h e n s , 

G» = K» — qA», ( 2 . 2 7 ) 

k o m m e n a l s o n u r n o c h k l e i n e K o r r e k t u r e n . E r s e t z e n w i r Pt1 j e w e i l s d u r c h G^, s o e r g e b e n s i c h d i e B e -
w e g u n g s g l e i c h u n g e n ( 2 . 1 3 ) u n d ( 2 . 1 4 ) , v o n d e n e n w i r a u s g e g a n g e n w a r e n , a u c h j e t z t n o c h , w e n n w i r d i e 
T e r m e v e r n a c h l ä s s i g e n , d i e g e g e n ü b e r d e n f ü h r e n d e n u m rj k l e i n e r s i n d , d . h . , i n u n s e r e r N ä h e r u n g . M i t 

[X», K*] = - ig»v (2.28) 
finden w i r 

= = i [H, X»] = K*~ qA» + (m™0o pn + f^aj S* e™ E* 6f + 0(r] (K» - qA*)), (2.29) 

^ = i [H, pu] + ^ = li F»r pr + o(fl ± Pv) (2.30) 

§ - ftn 8 x ( b + H f . ) + * S X ( B - ^ f ^ + + + ( 2 . 3 1 ) 

W i r v e r m e r k e n 
P0 = G0 + O(rj-m), P2 = G2 + 0{r]-m2). (2.32) 

2.5. Die Wellengleichung im Impulsraum 

A l s B a s i s d e s H i l b e r t - R a u m s , i n d e m d e r H a m i l -
t o n - O p e r a t o r ( 2 . 2 6 ) w i r k t , w ä h l e n w i r z w e c k -
m ä ß i g e r w e i s e d i e E i g e n v e k t o r e n z u K u n d z u r 
S p i n r i c h t u n g i m m i t b e w e g t e n S y s t e m , d e r e n K o m -
p o n e n t e n w i r m i t o b e z e i c h n e n . E i n b e l i e b i g e r 
V e k t o r i m H i l b e r t - R a u m l ä ß t s i c h d a n n e n t w i c k e l n 
g e m ä ß 

k > = 2 J d 4 & | & < 7 > < f c a | < p > . ( 2 . 3 3 ) 

d a b e i i s t 
S(ka\ : = (S)aa'ika'\ , (2.37) 

A ( X „ ) < 4 or | cp} = A ( - i g ^ ) (Je a | cp} . ( 2 . 3 8 ) 

D i e T e r m e , d i e qA° i m N e n n e r h a b e n , k ö n n e n w i r 
i n e i n e R e i h e n a c h qA°l(m + K°) e n t w i c k e l n . I s t d i e 
A u s d e h n u n g d e s b e t r a c h t e t e n S y s t e m s v o n d e r 
G r ö ß e n o r d n u n g a , s o i s t d i e V a r i a t i o n v o n 

A u s d i e s e r D e f i n i t i o n l e s e n w i r d i e O r t h o g o n a l i t ä t s -
r e l a t i o n 

<ko\k'a'y = ö{k-k')doo' (2.34) 
a b . D a s S k a l a r p r o d u k t z w e i e r H i l b e r t - R a u m v e k t o -
t e n i s t 

<VI<P> = 2 J d 4 * < Y > I * * > < H cp}. ( 2 . 3 5 ) a 
D i e W e l l e n g l e i c h u n g e i n e s s p i n n e n d e n T e i l c h e n s 

i m h o m o g e n e n e l e k t r o m a g n e t i s c h e n F e l d l a u t e t 
d a n n 

(ko\<p) = m*<Jco\(p>\ (2.36) 

qA°l{m-\- K°) e t w a rj - aß. S o l l t e d i e R e i h e a u f -
g r u n d d e r A u s d e h n u n g d e s S y s t e m s n i c h t g u t k o n -
v e r g i e r e n , s o k ö n n e n w i r A° a u c h w e g e i c h e n d u r c h 
d i e E r s e t z u n g 

A ->A + a / , 
A® —> A ^ - f - ö®/ ( 2 . 3 9 ) 

m i t e i n e r F u n k t i o n 

l(x) = - jdl'A«(t',x)+](x). (2.40) 

G2 + 2 « S ( B + S ) + 2 " » S ( G ° ' B - ^ f ^ + E X G ) 



A n d e n F e l d s t ä r k e n u n d d a h e r d e n p h y s i k a l i s c h e n 
P h ä n o m e n e n ä n d e r t s i c h d a m i t n i c h t s . 

M i t d e n G i n . ( 2 . 2 6 ) u n d ( 2 . 3 6 ) s i n d w i r s c h o n f a s t 
f e r t i g : W i r h a b e n e i n e n H a m i l t o n - O p e r a t o r u n d 
k ö n n e n d i e z e i t l i c h e V e r ä n d e r u n g v o n O p e r a t o r e n 
b e s t i m m e n , w i r b e s i t z e n d i e G l e i c h u n g , d i e u n s d e n 
L ö s u n g s r a u m l i e f e r t , w i r h a b e n e in S k a l a r p r o d u k t 
d e f i n i e r t u n d k ö n n e n M a t r i x e l e m e n t e b e r e c h n e n . 
G e h t m a n j e d o c h d u r c h F o u r i e r - T r a n s f o r m a t i o n in 
d e n K o n f i g u r a t i o n s r a u m ü b e r , s o findet m a n , d a ß 
d i e I n t e g r a t i o n s v a r i a b l e n d o r t e i n e n v i e l z u g r o ß e n 
R a u m , d i e g e s a m t e R a u m z e i t n ä m l i c h , ü b e r -
s t r e i c h e n , u m e i n e s i n n v o l l e D e f i n i t i o n d e s S k a l a r -
p r o d u k t s z u e r l a u b e n . N a c h d e r B e m e r k u n g (2 .32 ) 
i s t n u n a b e r d e r L ö s u n g s r a u m d e r W e l l e n g l e i c h u n g 
( 2 . 3 6 ) a n g e n ä h e r t g l e i c h d e m L ö s u n g s r a u m d e r 
G l e i c h u n g 

G*<Jco\(p> = m*<Jco\(py. (2.41) 

I n d e m w i r d i e I n t e g r a t i o n a u f d i e s e n e i n e n g e n , 
w i r d es u n s m ö g l i c h , e i n S k a l a r p r o d u k t a u c h i m 
K o n f i g u r a t i o n s r a u m z u d e f i n i e r e n . 

G l . ( 2 . 4 1 ) g i l t e x a k t , w e n n d a s F e l d v e r s c h w i n d e t , 
f ü r f r e i e T e i l c h e n a l s o . D e r L ö s u n g s r a u m is t h ier 
d e r R a u m z u e i n e r D a r s t e l l u n g d e r S y m m e t r i e -
g r u p p e d e s f r e i e n T e i l c h e n s , d e r P o i n c a r e - G r u p p e . 
D i e s e n R a u m w rol len w i r j e t z t g e n a u k e n n e n l e r n e n . 
D a b e i w e r d e n a u c h d i e G r u n d l a g e n f ü r d e n Ü b e r -
g a n g z u r D i r a c - G l e i c h u n g a b f a l l e n . 

3. Darstellungen der Poincare-Gruppe 
zu positiver Masse 

W i r s te l l en h i e r e i n i g e E r g e b n i s s e a u s d e r T h e o r i e 
d e r D a r s t e l l u n g e n d e r P o i n c a r e - G r u p p e z u n i c h t -
v e r s c h w i n d e n d e r M a s s e , m > 0 , z u s a m m e n . D a b e i 
s t ü t z e n w i r u n s g r o ß e n t e i l s a u f d i e A r b e i t v o n 
J o o s 6 . 

3.1. Definition 

D i e P o i n c a r e - G r u p p e o d e r i n h o m o g e n e L o r e n t z -
G r u p p e , a b g e k ü r z t i L g ^ , i s t d i e S y m m e t r i e g r u p p e 
e i n e s f r e i e n T e i l c h e n s . S ie w i r d g e b i l d e t a u s T r a n s -
f o r m a t i o n e n d e r A r t 

x'ß = Aßv xv + aß, k u r z x' = Ax -J- a = (A, a)x, 

(3 .1 ) 
m i t Aßv A*e = dve, d e t A = 1 , A0° > 0 . 

D i e U n t e r g r u p p e , f ü r d i e a = 0 i s t , b e z e i c h n e t m a n 
a l s h o m o g e n e , e i g e n t l i c h e , o r t h o c h r o n e L o r e n t z -

G r u p p e o d e r k u r z L o r e n t z - G r u p p e L g D i e 
G r u p p e n v e r k n ü p f u n g e r g i b t s i c h d u r c h H i n t e r -
e i n a n d e r a u s f ü h r e n z w e i e r T r a n s f o r m a t i o n e n z u 

(A,a)(A',a') = (AA',a +Aa'). (3.2) 

D i e i L g A w i r d e r z e u g t v o n d e n i n f i n i t e s i m a l e n 
T r a n s l a t i o n e n in / / - R i c h t u n g u n d d e n in f in i t es i -
m a l e n D r e h u n g e n a u s d e r i n d i e v-Richtung in 
d e r j u v - E b e n e , 

x'a = (i,ePß)xxxx : = £<x — egß<*, 

x* = (1 + eJ/iv, 0)%lxx :=ara— e(gßa.xv — gvxxß) 

= (97,a ölv - gva <5j)] . ( 3 .3 ) 

E i n e u n i t ä r e D a r s t e l l u n g d e r i L g A i s t e i n e 
h o m o m o r p h e A b b i l d u n g d e r i L g ^ a u f u n i t ä r e 
O p e r a t o r e n in e i n e m H i l b e r t - R a u m . S ie o r d n e t d e n 
i n f i n i t e s i m a l e n T r a n s f o r m a t i o n e n h e r m i t e s c h e O p e -
r a t o r e n z u . W i r d e f i n i e r e n d i e D a r s t e l l e r 

Pß: = -iU(Pß), 

j ß v : = i ü ( j ß v ) . ( 3 .4 ) 

A u f g r u n d d e r S t r u k t u r d e r iLg<* g e n ü g e n sie d e n 
V e r t a u s c h u n g s r e l a t i o n e n 

[Pß,Pv] = 0 

[J nv J J go] = i (dßo J vo 9va J ne — (3 -5 ) 

Qua Jvg QVQJ ßo) 

[Jnv > -fß] = i {Que PV 9VO Pß) • 

B e q u e m l i c h k e i t s h a l b e r d e f i n i e r e n w i r n o c h d i e 
V e k t o r o p e r a t o r e n J u n d I\, 

Jik = '• eikl Jl, Joi= •Ni; (3.6) 

ihre K o m m u t a t o r e n s i n d 

[,Ji, Jk] = i eikl Jl, [J\ Nk] = i eikl Nl, 

[N\Nk]= — ieiklJl. (3.7) 

Q u a n t e n m e c h a n i s c h a ls O b s e r v a b l e i n t e r p r e t i e r t , 
n e h m e n d iese O p e r a t o r e n d i e B e d e u t u n g v o n 
E n e r g i e P°, I m p u l s P, D r e h i m p u l s J u n d E n e r g i e -
s c h w e r p u n k t N a n . 

3.2. Die irreduziblen Darstellungen zu 
endlicher Masse 

I n e iner i r r e d u z i b l e n D a r s t e l l u n g s i n d n a c h d e m 
L e m m a v o n S c h u r d i e O p e r a t o r e n , d i e m i t a l l e n 
a n d e r n v e r t a u s c h e n ( in d e r P h y s i k b e z e i c h n e t m a n 
sie als d i e I n v a r i a n t e n ) , V i e l f a c h e d e r E i n s . M a n 
k a n n m i t H i l f e i h r e r E i g e n w e r t e d i e i r r e d u z i b l e n 
D a r s t e l l u n g e n k l a s s i f i z i e r e n . 
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Pß Pß = m 2 u n d Wß W» = « ( « + l ) , ( 3 .8 ) 

w o b e i 
W » : = [ — ( 1 / 2 w ) ] e » v e a P v J g o . (3 .9 ) 

A l s O b s e r v a b l e i n t e r p r e t i e r t , i s t W d e r i n A b -
s c h n i t t (2 .2 ) e i n g e f ü h r t e P o l a r i s a t i o n s v i e r e r v e k t o r . 
I n v a r i a n t ist f e r n e r d a s V o r z e i c h e n d e r E i g e n w e r t e 
d e r n u l l t e n K o m p o n e n t e z e i t a r t i g e r V i e r e r v e k t o r e n , 
z . B . p°l| p° |. U n s i n t e r e s s i e r e n p h y s i k a l i s c h n u r d i e 
Z u s t ä n d e m i t p o s i t i v e r E n e r g i e ; w i r b e s c h r ä n k e n 
u n s d e s h a l b a u f d e n F a l l 

p° > 0 . 

3.3. Konstruktion der Darstellungen in einer 
kanonischen Basis 

N a c h d e m V o r b i l d v o n W I G N E R 3 4 w o l l e n w i r 
j e t z t e x p l i z i t d i e i r r e d u z i b l e n u n i t ä r e n D a r s t e l l u n -
g e n d e r i L g ^ z u r M a s s e m u n d z u m S p i n s k o n -
s t r u i e r e n . A l s v o l l s t ä n d i g e n S a t z m i t e i n a n d e r 
k o m m u t i e r e n d e r O p e r a t o r e n w ä h l e n w i r d i e v i e r 
K o m p o n e n t e n v o n P u n d e i n e K o m p o n e n t e v o n W; 
d i e s e r S a t z i s t t r a n s l a t i o n s i n v a r i a n t . D i e B a s i s b e -
s t e h t d a n n a u s d e n u n e i g e n t l i c h e n E i g e n v e k t o r e n 
d e r P 

Pß \pO = Vß\pO- (3.10) 

4 i s t e in E n t a r t u n g s p a r a m e t e r , d e r m i t d e r K o m -
p o n e n t e v o n W z u s a m m e n h ä n g t . W i r d e f i n i e r e n d i e 
S c h n e l l u n g Lp, w e l c h e d e n z e i t a r t i g e n V i e r e r -
v e k t o r p d r e h u n g s f r e i a u f R u h e t r a n s f o r m i e r t : 

Lpp:=pR: = (m, 0 ) . (3.11) 

W e g e n d e r D a r s t e l l u n g s r e l a t i o n 

U~l (A) Pß U (A) — Aßv Pv ( 3 . 1 2 ) 

u n d d a h e r 

PßU(L^)\VR0 

= U(L^)(L-%»Pv\pRZy (3.13) 

= PßU(Lp')\pR0 
l ä ß t s i ch e ine B a s i s a u s E i g e n v e k t o r e n m i t b e l i e b i -
g e m p d u r c h e i n e i m R u h e s y s t e m a u s d r ü c k e n , 

| p O = U ( L ^ ) \ P r O . ( 3 . 1 4 ) 

D a m i t i s t d e r E n t a r t u n g s p a r a m e t e r f ü r b e l i e b i g e p 
d u r c h d e n f ü r pR f e s t g e l e g t . 

D i e B a s i s v e k t o r e n \pRC) g e h e n u n t e r R a u m -
d r e h u n g e n i n e i n a n d e r ü b e r , 
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U(R)\PRO = \ P R M ? \ U ( R ) \ 0 ( 3 . 1 5 ) 

d i e s f o l g t w i e d e r a u s d e r D a r s t e l l u n g s r e l a t i o n , 

PÜ(R)\PRO=U{B)RP\PRO=0. (3.16) 

E i n e b e l i e b i g e T r a n s f o r m a t i o n d e r L o r e n t z - G r u p p e 
l ä ß t s i c h n u n a u s S c h n e l l u n g e n u n d R a u m d r e h u n -
g e n z u s a m m e n s e t z e n , 

A = L1}RÄ>PLP. (3.17) 

Ra>p i s t d i e , , W i g n e r - D r e h u n g " 3 4 

RA,p = LApAL-1; Ra,pPR = PR- (3.18) 

D i e B a s i s t r a n s f o r m i e r t s i c h a l s o n a c h 

U(A)\pO = U(L^) U(RAp) U(LP) | PO 
= \Ap C'}DI:(RaJ. (3.19) 

F ü r e i n e i r r e d u z i b l e D a r s t e l l u n g d e r P o i n c a r e -
G r u p p e m u ß d e m n a c h a u c h d i e D a r s t e l l u n g d e r 
D r e h g r u p p e i r r e d u z i b e l se in . W i r w ä h l e n f ü r d i e s e 
e i n e k a n o n i s c h e B a s i s | <r) i n d e m R a u m , d e n d i e 
E i g e n v e k t o r e n d e r D r e h i m p u l s o p e r a t o r e n z u m 
S p i n s a u f s p a n n e n 3 5 , 

S2|a> = s(s + l)\a}, 

S 3 | or) = or | <7>, 

{ S i ± is*) | a ) = | /ä ( i + T F ^ - ± l ) | er ± 1 ) > , 

<(cr | a ' ) — öf f f f ' . ( 3 . 2 0 ) 

D a s S k a l a r p r o d u k t i n d e r v o l l e n B a s i s d e f i n i e r e n 
w i r i n A b s c h n i t t 3 .6 . 

D a m i t h a b e n w i r e ine D a r s t e l l u n g d e r i L g ^ z u 
n i c h t v e r s c h w i n d e n d e r M a s s e e x p l i z i t k o n s t r u i e r t , 
u n d z w a r in d e r k a n o n i s c h e n B a s i s . D i e B e z e i c h n u n g 
„ k a n o n i s c h " b e z i e h t s i ch d a b e i a u f d a s T r a n s f o r m a -
t i o n s v e r h a l t e n d e r S p i n k o m p o n e n t e n d e r B a s i s -
v e k t o r e n . D i e s e b e s c h r e i b e n Z u s t ä n d e d e s T e i l c h e n s 
m i t b e s t i m m t e m I m p u l s u n d b e s t i m m t e r S p i n -
r i c h t u n g i m m i t b e w e g t e n K o o r d i n a t e n s y s t e m . 

A u s A n h a n g A . l e n t n e h m e n w i r d i e F o r m d e r 
i n f i n i t e s i m a l e n E r z e u g e n d e n d e r L g ^ i n d e r k a n o -
n i s c h e n B a s i s : 

JUv\p<r> = ( Pv - 3TvPß+ ^ßv) |po) 

mit Sfik = eikl Sl 

u n d 3 C ß \ p o > = t • ® | p a ) ; ( 3 . 2 1 ) 



d i e D i f f e r e n t i a t i o n g e s c h i e h t u n t e r d e r N e b e n -
b e d i n g u n g p2 = m2. 

D i e k a n o n i s c h e B a s i s b a t d e n N a c h t e i l , d a ß d i e 
S p i n k o m p o n e n t e n s i ch m i t e iner k o m p l i z i e r t e n , 
v o m I m p u l s a b h ä n g i g e n M a t r i x t r a n s f o r m i e r e n u n d 
K o v a r i a n z n i c h t l e i c h t e r k e n n e n lassen . U m 
K o v a r i a n z e x p l i z i t z u d e m o n s t r i e r e n , s i n d d i e s o g . 
S p i n o r b a s e n g e e i g n e t , 

| pA}:=\po}D°aA(Lp) 

u n d 

\pA}:=\pcr>D°aA(Lp) = \pa> [£s*(L~l)]aA; 

(3 .22 ) 

D(A) u n d D(A) s i n d d a b e i e n d l i c h e D a r s t e l l u n g e n 
d e r h o m o g e n e n e i g e n t l i c h e n o r t h o c h r o n e n L o r e n t z -
G r u p p e . 

3 . 4 . Endliche Darstellungen der Lorentz-Gruppe 

E i n e w i c h t i g e U n t e r g r u p p e d e r i L g ^ ist d i e L g / * . 
D i e i n f i n i t e s i m a l e n E r z e u g e n d e n s i n d h ier d i e in -
finitesimalen D r e h u n g e n al le ine , o h n e d i e T r a n s -
l a t i o n e n . 

M a n k a n n a u s d e n V e k t o r e n J, N, d i e m i t e i n -
a n d e r n a c h G l . (3 .7 ) v e r t a u s c h e n , d i e k o m p l e x e n 
L i n e a r k o m b i n a t i o n e n 

i V : = l ( J - i N ) , 2V-.= \ (J + ilV) ( 3 .23 ) 

b i l d e n ; d e r e n K o m m u t a t o r e n s i n d 

[ l y i , 1 7 * ] = i E i k i i y i } 

[ 2 V i f 2 V k ] = i e i k l 2 V l , [ 1 F i , 2 F f c ] = 0 . ( 3 . 2 4 ) 

M a n s i e h t , d a ß d i e v o n 1V, 2V e r z e u g t e D a r s t e l l u n g 
i m e n d l i c h e n F a l l e i s o m o r p h ist z u m d i r e k t e n P r o -
d u k t z w e i e r D a r s t e l l u n g e n d e r D r e h g r u p p e . E n t -
s p r e c h e n d k lass i f i z ier t m a n d i e e n d l i c h e n D a r s t e l -
l u n g e n d e r L g ^ n a c h z w e i S p i n q u a n t e n z a h l e n s u n d 
s', d i e j e d e d i e W e r t e 0 , 1 /2 , 1, . . . a n n e h m e n . 
D i e e n d l i c h e n D a r s t e l l u n g e n d e r L g ^ , d . h . , d e r v o n 
J, N e r z e u g t e n G r u p p e , s ind a b e r b i s a u f d i e t r i v i a l e 
n i c h t u n i t ä r . D a s s i eht m a n , w e n n m a n b e d e n k t , 
d a ß d i e v i e r d i m e n s i o n a l e D r e h g r u p p e i s o m o r p h z u m 
P r o d u k t d e r d r e i d i m e n s i o n a l e n D r e h g r u p p e m i t s i ch 
s e l b s t i s t 3 6 , u n d w e i t e r , d a ß d u r c h d e n k o m p l e x e n 
K o o r d i n a t e n w e c h s e l x4 - > ix°, x -> x d i e v i e r d i m e n -
s i o n a l e n o r t h o g o n a l e n T r a n s f o r m a t i o n e n f o r m a l i n 
d i e L o r e n t z - T r a n s f o r m a t i o n e n ü b e r g e h e n . I s t a l so 
d i e D a r s t e l l u n g d e r v i e r d i m e n s i o n a l e n D r e h g r u p p e 
u n i t ä r , s o is t es d i e e n t s p r e c h e n d e D a r s t e l l u n g d e r 
L o r e n t z - G r u p p e n i c h t , w e n n m a n v o n d e r t r i v i a l e n 

a b s i e h t . D i e e n d l i c h e n D a r s t e l l u n g e n d e r L o r e n t z -
G r u p p e s i n d n u n a b e r g e r a d e s o l c h e , d ie e i n u n i t ä r e s 
G e g e n s t ü c k i n d e n D a r s t e l l u n g e n d e r v i e r d i m e n -
s i o n a l e n D r e h g r u p p e b e s i t z e n . 

3 . 5 . Darstellung der Poincare-Gruppe 

in den Spinorbasen 

B e s o n d e r s a u s g e z e i c h n e t s i n d f ü r u n s d ie D a r -
s t e l l u n g e n ZHs0> = Ds u n d D<o«) = D s der L g £ , unci 
z w a r a ls d i e d i r e k t e n E r w e i t e r u n g e n d e r i r r e d u z i b l e n 
D a r s t e l l u n g e n d e r D r e b g r u p p e z u m S p i n s a u f D a r -
s t e l l u n g e n d e r L o r e n t z - G r u p p e . M a n b e z e i c h n e t d i e 
G r ö ß e n , d i e s i ch m i t d iesen D a r s t e l l u n g e n t r a n s -
f o r m i e r e n , a ls S p i n o r e n u n d k o n j u g i e r t e S p i n o r e n , 
b e z i e h u n g s w e i s e . I n n e r h a l b d e s D a r s t e l l u n g s r a u m e s 
d e r L g ^ i s t i m F a l l e (so) 

J\A} = S\A}, N\A} = iS\A} ( 3 .25 ) 

u n d i m F a l l e (os) 

J\A} = S\A}, N\A}= - i S \ A } . (3 .26 ) 

A n d e n i n f i n i t e s i m a l e n Trans f o r m a t i o n e n w e i s t m a n 
l e i c h t n a c h , d a ß 

D*(A) = D>*{A~1) (3.27) 
i s t : 

D*(1 + 61 / + €2 N) = 1 - i(€1 J<0s> + e 2 iV<°«>) 

= l - i e 1 S — e 2 S (3 .28 ) 

= Ds* (1 - e i J - e 2 i V ) . 

F ü r R a u m d r e h u n g e n ist 

Z)(so) ( £ ) = j)s ( / j ) = D»*(B~1) = D(os) ( / j ) ( 3 .29 ) 

w e g e n d e r U n i t a r i t ä t der D r e h m a t r i z e n . 
D i e i n G l . ( 3 . 2 2 ) de f in i e r t en S p i n o r b a s e n t r a n s -

f o r m i e r e n s i c h u n t e r L o r e n t z - T r a n s f o r m a t i o n e n 
n a c h 

U(A)\p}=U(A)\p>Ds(Lp) 

= \ Ap~) Ds (RA p) Ds (Lp) 
= \Ap>Ds(LApAL-*Lp) (3.30) 

= I A py Ds (LÄV) DS(A) — \Ap}Ds(A), 

d . i . a u s g e s c h r i e b e n 

U(A)\pA} = \ApA'}D°Ä,Ä(A) 

und U(A)\pÄ} = \ApA'}D'Ä,A(A). (3.31) 

D i e E r z e u g e n d e n d e r i n f i n i t e s i m a l e n D r e h u n g e n h a -
b e n d e s h a l b in d e n S p i n o r b a s e n d i e F o r m 

Jßv\pA) = (EßPv - SvPß + Zßv)| pA} 



b z w . 

Jßv | pA} = (Eß Pv - Er Pß + EßV) I pA}- ( 3 . 3 2 ) 

d a b e i i s t 

Eik = t i k = £t*i Si, Zoi = - Toi = i Si (3.33) 

u n d 

Eß\pA} = i^— \VA},Eß\pA} = i - ^ | p A } ; 
( 3 . 3 4 ) 

b e i d e D i f f e r e n t i a t i o n e n g e s c h e h e n u n t e r d e r N e b e n -
b e d i n g u n g p2 = m 2 . W i r w e i s e n d a r a u f h i n , d a ß , w i e 
i n d e r S c h r e i b w e i s e a n g e d e u t e t , i d / d p " i n d e n v e r -
s c h i e d e n e n B a s e n v o n e i n a n d e r v e r s c h i e d e n e O p e r a -
t o r e n d a r s t e l l t , j e n a c h d e m d i e K o m p o n e n t e n d e r 
S p i n r i c h t u n g i m m i t b e w e g t e n S y s t e m , d i e d e s S p i -
n o r s o d e r d i e d e s k o n j u g i e r t e n S p i n o r s f e s t g e h a l t e n 
w e r d e n . A u s G l . ( 3 . 2 2 ) f o l g t b e i s p i e l s w e i s e 
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i e^r \pA} = i -8pV I pay- D°Ä (Lp) 

+ \ P ° > - i ^ D o A ( L P ) ( 3 . 3 5 ) 

o d e r 

S ß = 3 r u + D s ( L ~ i ) - i ~ r D s ( L p ) . ( 3 . 3 6 ) 

3.6. Definition des Skalarprodukts 

D i e k a n o n i s c h e B a s i s s p a n n t d e n D a r s t e l l u n g s -
r a u m d e r P o i n c a r e - G r u p p e z u e n d l i c h e r M a s s e m , 
S p i n s u n d p o s i t i v e r E n e r g i e p° a u f . E i n b e l i e b i g e r 
V e k t o r d e s H i l b e r t - R a u m s e i n e s f r e i e n T e i l c h e n s 
m i t M a s s e m u n d S p i n s l ä ß t s i c h n a c h i h r e n t -
w i c k e l n g e m ä ß d e r D e f i n i t i o n 

k> = 2 J*d42)b(T><(72)l9>>(5(P2 - m2)0(p°). 
( 3 . 3 7 ) 

D i e b e i d e n l e t z t e n F a k t o r e n i m I n t e g r a n d e n e n g e n 
d i e I n t e g r a t i o n a u f d i e W e r t e v o n p e i n , f ü r d i e d i e 
B a s i s d e f i n i e r t i s t . D a b e i i s t 6 (p°) d i e S p r u n g f u n k -
t i o n 

6{P°) = 1(1 +P°I\P°\); (3.38) 

sie b e s c h r ä n k t d e n A u s d r u c k 

<5 (P 2 - m 2 ) = [(5 (pO _ y P * - + m 2 ) 

+ ö(p° + ]/p2 + m 2 ) ] ( 3 . 3 9 ) 

a u f d e n e r s t e n T e r m d e r r e c h t e n S e i t e . W i r i n t e -
g r i e r e n ü b e r p Q u n d e r h a l t e n 

w o b e i s i c h p° a l s p° = J/p2 + m2 v e r s t e h t . D a r a u s 
l e s e n w i r d i e O r t h o g o n a l i t ä t s r e l a t i o n f ü r d i e B a s i s -
v e k t o r e n a b , 

<P a | P'a'y = 2 p° d ( p - p') öoo', ( 3 . 4 1 ) 

u n d d e n P r o j e k t o r a u f d e n D a r s t e l l u n g s r a u m , 

= (d3P/2 P°)\P<r><P°\- ( 3 - 4 2 ) a 

3.7. Beziehungen zwischen den verschiedenen Basen. 
Orthononalitätsrelationen. Projektor 

Z u d e n S p i n o r b r a s g e l a n g e n w i r m i t d e r B e -
z i e h u n g 

<,po\p'A} = (po\p'o'yD°a.A{Lv) 
= 2p°ö(p-p')D>aA(Lp), (3.43) 

d i e a u s G l . ( 3 . 2 2 ) f o l g t . D a n n i s t 

{p'A\poy={(pa\p'A})* 
= 2p°ö{p — p') [Ds*(Lp)]Aa (3.44) 
= 2p°d(p — p')bgÄa(L~l). 

W i r l e s e n a b : 

{ p A \ = 'D\a[L^Kpa\ ( 3 . 4 5 ) 
u n d a n a l o g 

{pA\=D'Aa[L^Kpo\. (3.46) 

D i e B e z i e h u n g e n z w i s c h e n d e n v e r s c h i e d e n e n B a s e n 
s t e l l e n w i r z u s a m m e n : 

\poy = \pA}D>Aa{L^) = \pA}b°Aa{L^), 

\pA}= \ poyDsaA(Lp) =\pB}17°BA(plm), 

\pA}=\payD°aÄ(Lp) =\pB}n°BAHpM, 

<pa\=bsaÄ(Lp){PA\ = DAa(Lp) {pA \, (3.47) 

{pA\=D°Aa{L^Kpo\ =n^(plm){pB\, 
{pA\=DsAa{L-'Kpa\ =n°AB(pjm){pB\. 

D a b e i h a b e n w i r d e f i n i e r t 

ns(pjm) : = Ds(L~l)Ds(Lp) 
= D ° ( L ^ ) D * * ( L - i ) . ( 3 . 4 8 ) 

D i e E i g e n s c h a f t e n d e r 7 7 S - M a t r i z e n u n d i h r e B e -
r e c h n u n g s i n d i n A n h a n g A . I I , a n g e g e b e n . S i e b i l d e n 
d i e G r u n d l a g e e i n e s S p i n o r k a l k ü l s , d e r h ö h e r e S p i n s 
a u f g l e i c h e A r t z u b e h a n d e l n g e s t a t t e t w i e d e n 
S p i n 1 /237 . F ü r d i e s e n F a l l i s t 

m i 2 ( p ) = p ° - 2 p S . ( 3 . 4 9 ) 



D i e O r t h o g o n a l i t ä t s r e l a t i o n e n z w i s c h e n d e n v e r -

s c h i e d e n e n B a s i s v e k t o r e n l a u t e n 

(po\p'o'y = 2p°ö(p — p') boo', 

{pA | p'A'} = 2p°6(p- P')WAA.(p/m), 

{VA | = 2p°ö(p- p')n8A2'{pjm), (3.50) 

{M = = 2p»ö(p- p')ÖAA'. 

D i e r e i n e n S p i n o r b a s e n s i n d n i c h t o r t h o g o n a l . D a s 
l i e g t a n d e r N i c h t u n i t a r i t ä t d e r e n d l i c h e n D a r s t e l -
l u n g e n d e r L o r e n t z - G r u p p e , d i e e s n i c h t e r l a u b t , 
i n n e r h a l b d e s i r r e d u z i b l e n D a r s t e l l u n g s r a u m e s ( d e r 
L g ^ ) S k a l a r e z u b i l d e n . W o h l a b e r k a n n m a n d i e s 
i n n e r h a l b e i n e s r e d u z i b l e n R a u m e s e i n e r g e m i s c h t e n 
D a r s t e l l u n g , u n d z w a r , w e n n s ie s i c h a u s z u e i n a n d e r 
k o n j u g i e r t e n D a r s t e l l u n g e n z u s a m m e n s e t z t , z . B . 
a u s S p i n o r - u n d k o n j u g i e r t e r S p i n o r d a r s t e l l u n g . 

D e r P r o j e k t o r a u f d e n D a r s t e l l u n g s r a u m d e r P o i n -

c a r e - G r u p p e n i m m t i n d e n v e r s c h i e d e n e n B a s e n d i e 

F o r m a n : 

AA ' 

= (3.51) 
AA V ' 

= ! j^-\vA}{pA I 

= 1SZ\VA}{VA \. 

3.8. Wellenfunktionen im Impulsraum 

E i n b e l i e b i g e r V e k t o r d e s H i l b e r t - R a u m e s e i n e s 

f r e i e n T e i l c h e n s i s t n a c h d e n v e r s c h i e d e n e n B a s e n 

g e m ä ß 

\<P> = &L\<P> (3-52) 

z u e n t w i c k e l n . D a s V e r h a l t e n d e r A m p l i t u d e n 

(po\cp>, [pA 19?) und {pA\cpy 

u n t e r L o r e n t z - T r a n s f o r m a t i o n e n findet m a n z u 

U(A)(po\<p->:=<po\U(A)<p} 

= D'OO'(KA,A-Ip)<A-1P, o'\(p>, 

U(A) {pA | <py = D°äb(A) {A-ipB\cpy, (3.53) 

U(A) {pA | cpy = Dab(A) { / l - 1 p B | cpy; 

d i e i n f i n i t e s i m a l e n E r z e u g e n d e n d e r L o r e n t z - G r u p p e 

w i r k e n d e s h a l b g e m ä ß 

Jßv{pa\(py : = (p<7\Jßvcpy 

= (3TßPv- ar,pß + srß,Kpa\q>y, 
JßV {pA | <py = {Eß Pv -EvPß + EßV) {pA 19?), 

Jßv {pA | cpy = (Eß Pv - EvPß + Eßv) {pA 199>, 
( 3 . 5 4 ) 

w o b e i 

S f ß v ( p o \ : = { ^ ß V ) o o ' i p ( y ' \ u s w . , ( 3 . 5 5 ) 

u n d 

&fi<P<* \ = -i-^r<pa\,Sß{pA\ = - i ~ {pA\, 

Eß{pA\ = - i *v/{pA\-, (3.56) 

d i e D i f f e r e n t i a t i o n e n g e s c h e h e n u n t e r d e r N e b e n -

b e d i n g u n g p2 = m 2 . D a s V e r h a l t e n u n t e r T r a n s -

l a t i o n e n i s t t r i v i a l . D a m i t i s t e i n e D a r s t e l l u n g d e r 

P o i n c a r e - G r u p p e i m R a u m d e r k a n o n i s c h e n W e l l e n -

f u n k t i o n e n ( p o | 99) b z w . d e r S p i n o r w e l l e n f u n k -

t i o n e n {pA \ cpy, {pA | 99) ( d i e A t t r i b u t e b e z i e h e n 

s i c h a u f d a s T r a n s f o r m a t i o n s v e r h a l t e n d e r S p i n -

k o m p o n e n t e n ) a u f d e m I m p u l s h y p e i b o l o i d g e g e b e n . 

S i e i s t m i t d e m S k a l a r p r o d u k t 

< P | V > = < P | ^ £ | V > ( 3 - 5 7 ) 

u n i t ä r u n d z u r u r s p r ü n g l i c h e n D a r s t e l l u n g ä q u i -

v a l e n t . 

D a s M a t r i x e l e m e n t e i n e s b e l i e b i g e n O p e r a t o r s 
i n n e r h a l b d e s H i l b e r t - R a u m e s i s t 

(cp | G | ipy = (cp | 0 0>+s I v> , (3.58) 

w o r a u s m i t G l . ( 3 . 5 1 ) d i e j e n a c h d e n v e r w a n d t e n 
A m p l i t u d e n b r a u c h b a r e n R e l a t i o n e n a b z u l e s e n s i n d . 

3.9. Wellenfunktionen im Konfigurationsraum 

B i s h e r h a b e n w i r a l l e Ü b e r l e g u n g e n i n d e r B a s i s 
d e r ( u n e i g e n t l i c h e n ) E i g e n v e k t o r e n z u m I m p u l s -
o p e r a t o r a n g e s t e l l t . D u r c h F o u r i e r - T r a n s f o r m a t i o n 
g e h e n w i r j e t z t a u f e i n e B a s i s i m K o n f i g u r a t i o n s -
r a u m ü b e r . 

W i r d e f i n i e r e n d i e k e t - B a s e n w i e ü b l i c h 

lX(T> : = ( 2 ^ / T p o l p v y e x P ( i p x ) > 

\ x A } : ^ l 2 ^ ) 3 l 2 f Y p o \ P A } e x V ( i P x ) ' ( 3 - 5 9 ) 

\ X Ä } : = ( 2 ^ 3 / J j p l p A e x - V i i p x ) ' 

D a r a u s e r g e b e n s i c h d i e b r a - B a s e n z u 

a I = (2^)3/2 / Ypö e x P ( — i p x K p o I usw.; 
( 3 . 6 0 ) 



d i e O r t h o g o n a l i t ä t s r e l a t i o n e n s i n d 

(xA | x'A'y = {xA | x'A' j = \xA \ x'A'} 
= W 3 / 0 exp ip{x ~ X')} 
= :iÖAA'A+(x-x') (3.61) 

F ü r d i e E i g e n s c h a f t e n d e r F u n k t i o n A + ( x ) v e r -
w e i s e n w i r a u f d a s B u c h v o n S C H W E B E R 3 8 , § 7 C. S i e 
t r i t t a n d i e S t e l l e d e r D i r a c s c h e n D e l t a f u n k t i o n , d i e 
w i r o h n e d i e E i n e n g u n g d e r B a s i s a u f d i e M a s s e m 
u n d p o s i t i v e F r e q u e n z e n e r w a r t e n . 

D i e B a s e n i m K o n f i g u r a t i o n s r a u m t r a n s f o r m i e r e n 
s i c h g e m ä ß 

U{A)\xo> = J 0 
X | Ap, a'yDsa.a{RAtP)exp{ipx), 

1 f d 3 n 

U(A)(xa\ = (2^)372 J YpO 
X e x p ( — ipx)Dgaa.{RA>A-lp)(A-1p, o'\ , 

XJ (A)\xA} = | Ax, A'} DA'A(A), ( 3 . 6 2 ) 

U(A){xA\=bsÄA.(A){A-ix,A'\, 
XJ(A) | xA} = | Ax, A'} bA'A (A), 
XJ{A) \xA | = D8ÄÄ.{A) {A-!x, A'\. 

D i e k a n o n i s c h e B a s i s v e r h ä l t s i c h u n t e r T r a n s f o r m a -
t i o n e n n i c h t e i n f a c h . D a s i s t e i n G r u n d d a f ü r , w a r u m 
S p i n o r b a s e n i m K o n f i g u r a t i o n s r a u m b e v o r z u g t w e r -
d e n : i h n e n s i e h t m a n K o v a r i a n z s o f o r t a n . 

D e r I m p u l s o p e r a t o r w i r k t a u f d i e B a s i s i m K o n -
figurationsraum n a c h 

Pß \xay = — idß\xay , Pß | xAJ = — iüß\xA), 
Pß\xA) = — idß\xA}, 
Pu(xa\ = idß(xa\, ( 3 . 6 3 ) 

Pß{xA | = iüß{xA\, 
Pß{xA | = idß{xA | . 

D i e B a s e n s i n d u n t e r e i n a n d e r v e r k n ü p f t e n t s p r e -
c h e n d d e n G i n . ( 3 . 4 7 ) , n u r i s t i n d e n T r a n s f o r m a -
t i o n s m a t r i z e n p d u r c h e i n e n d e r A u s d r ü c k e ( 3 . 6 3 ) 
z u e r s e t z e n , z . B . 

{xA\=n°AB(idlm){xB\, 
\xÄ} =nsBÄ{-id/m)\xB}. ( 3 . 6 4 ) 

D e r P r o j e k t o r a u f d e n R a u m d e r D a r s t e l l u n g d e r 
P o i n c a r e - G r u p p e z u r M a s s e m , z u m S p i n s u n d z u 
p o s i t i v e r E n e r g i e i s t 

0>+s = ZSd3x(P°\xa>-<xa\ + \xay-ixa\Po) a 
= 2 j * d 3 * ( — i öo| xay • (xa\ + | xdy 

a 
X i öo<^cr|) 

= ( 3 . 6 5 ) a 
= 2,!&*x\xA}i$o{zA\ 

A 

A = 2 fd3« | xA) idoIIAA'(i d\m) {xA'\. 
AA'' 

D i e s e G l e i c h u n g w7eisen w i r a ls r i c h t i g n a c h , i n d e m w i r s ie a u f d i e F o r m ( 3 . 5 1 ) z u r ü c k f ü h r e n : 

2 j " d 3 a ; ( P o | xay • (xa\ + | ^cr> • er | P 0 
a 

= 727r)3 2 tp'o (po\ pay exp[i{p-p')x)(p'a\ + | p<y> exp(i{p - p')x) (p'a| P0) ( 3 . 6 6 ) 

= 2 J 0 YpöiPo\p&>d{p-p') ip'tt \ + \payö(p-p') (p'a | Po) = 2 J j \p<r><°p\= 

D i e W e l l e n f u n k t i o n e n i m K o n f i g u r a t i o n s r a u m d e f i n i e r e n w i r a ls d i e A m p l i t u d e n (xa\ cpy, {xA | cpy b z w . 
{xA | cpy. S k a l a r p r o d u k t e u n d M a t r i x e l e m e n t e b i l d e t m a n g e m ä ß G l . ( 3 . 5 7 ) u n d G l . ( 3 . 5 8 ) m i t H i l f e d e s 
P r o j e k t o r s ( 3 . 6 5 ) . 

4. Die Wellengleichung 
für relativistische Teilchen mit Spin 

ö 2 + 2 9 s ( * + H G g ü ) 

A l s W e l l e n g l e i c h u n g f ü r e i n r e l a t i v i s t i s c h e s T e i l - X ( J e a | <p> = ra2 ( k o \ (py 

c h e n m i t S p i n h a t t e n w i r g e f u n d e n : m i t G = K — q A . 

( 2 . 3 6 ) 



A u s e i n e r A b s c h ä t z u n g d e r G r ö ß e n o r d n u n g d e r 
a u f t r e t e n d e n T e r m e w i s s e n w i r , d a ß d i e L ö s u n g e n 
d ieser G l e i c h u n g n a h e b e i d e n L ö s u n g e n d e r Gle i -
c h u n g 

G2(Jca\(py = m2(Jco\cpy (2.41) 

l i e g e n ; d i e W e c h s e l w i r k u n g d e s S p i n s m i t d e m F e l d 
v e r u r s a c h t n u r e ine u m d i e G r ö ß e n o r d n u n g rj k le i -
n e r e S t ö r u n g . M i t d e r n ö t i g e n V o r s i c h t k ö n n e n w i r 
d a h e r , i n d e m w i r G d u r c h P e r s e t z e n , d e n i m v o r i g e n 
A b s c h n i t t e n t w i c k e l t e n A p p a r a t d e r D a r s t e l l u n g s -
t h e o r i e d e r P o i n c a r e - G r u p p e a n w e n d e n . 

4.1. Die Form der Wellengleichung 
in den Spinorbasen 

I n G l . ( 2 . 3 6 ) w i r d d a s T e i l c h e n b e s c h r i e b e n d u r c h 
d e n I m p u l s u n d d u r c h d i e S p i n r i c h t u n g i m m i t -
b e w e g t e n S y s t e m . D i e W e l l e n f u n k t i o n e n s ind , d e m 
T r a n s f o r m a t i o n s v e r h a l t e n d e r S p i n k o m p o n e n t e n 
n a c h , k a n o n i s c h . E s l i eg t n a h e , m i t H i l f e d e r B e -
z i e h u n g e n (3 .47 ) z w i s c h e n d e r k a n o n i s c h e n B a s i s 
u n d d e n S p i n o r b a s e n z u G l e i c h u n g e n f ü r S p i n o r -
w e l l e n f u n k t i o n e n ü b e r z u g e h e n . D i e S p i n o r k o m p o -
n e n t e n t r a n s f o r m i e r e n s i ch u n t e r L o r e n t z - T r a n s -
f o r m a t i o n e n e i n f a c h , d i e d e s S p i n s i m m i t b e w e g t e n 
S y s t e m d a g e g e n m i t e iner v o m k i n e t i s c h e n I m p u l s 
a b h ä n g i g e n M a t r i x . W i r e r w a r t e n d e s h a l b , d a ß d i e 
T e r m e d e r S p i n - F e l d - W e c h s e l w i r k u n g d o r t e ine e i n -
f a c h e r e F o r m a n n e h m e n als in d e r k a n o n i s c h e n 
B a s i s . 

Z u e r s t b e h a n d e l n w i r d e n F a l l n e u t r a l e r T e i l c h e n , 
d i e j a n u r d a s a n o m a l e M o m e n t b e s i t z e n , d a n n d e n 
F a l l g e l a d e n e r T e i l c h e n m i t n o r m a l e m M o m e n t 
a l le ine . D e r a l l g e m e i n e F a l l g e l a d e n e r T e i l c h e n m i t 
s o w o h l n o r m a l e m als a u c h a n o m a l e m M o m e n t l ä ß t 
s i ch d a r a u s l e i c h t z u s a m m e n s e t z e n . 

a ) N e u t r a l e s T e i l c h e n m i t a n o m a l e m 
M o m e n t 

D i e W e l l e n g l e i c h u n g (2 .36 ) v e r e i n f a c h t s i ch z u 

K2 + 2ptaS (k°B - + Ex K-)j (k o | cpy 

= m2(Jco\cpy. (4.1) 

W i r e r i n n e r n u n s n u n , d a ß es e i n e N ä h e r u n g w a r , 
in d e n S p i n t e r m e n K a n s t a t t P z u s e t z e n . F ü r d e n 
A u g e n b l i c k m a c h e n w i r sie w i e d e r r ü c k g ä n g i g u n d 
finden, d a ß m a n d e n S p i n t e r m m i t d e n E r z e u g e n d e n 
d e r P o i n c a r e - G r u p p e a u s d r ü c k e n k a n n als 

2 p a s ( p o B - ^ * - + EXp) <ko\<py 

= [xa eW Pß Wv Fea<lco\<py- (4.2) 

d a b e i i s t W d e r in G l . (3 .9 ) d e f i n i e r t e O p e r a t o r d e s 
P o l a r i s a t i o n s v i e r er v e k t o r s , 

W ß = ~ Ym £ ß V e ° PvJe° • (3-9> 

D i e G l e i c h u n g 

(K2 + ^ euvea Pß Wy Fea) (ka\(py 
= m 2 (Je a | cpy (4 .3 ) 

k ö n n e n w i r u n v e r ä n d e r t v o n d e r k a n o n i s c h e n B a s i s 
i n d i e S p i n o r b a s e n ü b e r n e h m e n : K v e r t a u s c h t m i t 
P = P(K) [ v g l . G l . ( 2 . 2 9 ) ] , a l s o 

Ds {L-1) K2 Ds (Lp) = K2 = Ds (Lp1) K2 Ds (Lp), 
(4 .4 ) 

u n d d e r S p i n t e r m i s t b a s i s i n v a r i a n t , n ä m l i c h m i t d e n 
E r z e u g e n d e n d e r P o i n c a r e - G r u p p e , g e s c h r i e b e n . S o -
m i t g e l t e n d i e G l e i c h u n g e n 

(K2 + fXaEWPß WvFea) {kA | cpy = m2{kA | cpy , 

(.K2 + IIa e"vea Pß WvFea) {kA | cpy = m2{kA | cpy . (4.5) 

N a t ü r l i c h n i m m t J^v i n d e n S p i n o r b a s e n e ine a n d e r e F o r m a n als i n d e r k a n o n i s c h e n ; a u s g e s c h r i e b e n 
l a u t e n d i e G i n . (4 .5) d a h e r 

[K2 + 2 (jualm) S(—iEK2 - BK<>2 + i(Bx K)K° + (ExK)K° + iK(EK) + K(BK))] 

X {kA | cpy = m2{kA \ cpy , 

[K2 + 2(jUalm)S(iEK2 - BK*2 — i(B x K) K° (E x K) K° — iK(EK) + K(BK))] (4.6) 

X {kA | cpy = m2{kA | cpy . 

D a b e i h a b e n w i r i m R a h m e n unserer N ä h e r u n g w i e d e r P d u r c h K e r s e t z t . 



b ) G e l a d e n e s T e i l c h e n m i t n o r m a l e m M o m e n t 

D i e W e l l e n g l e i c h u n g i n d e r k a n o n i s c h e n B a s i s l a u t e t 

ExG G2 + 2qS^B + (k a | cpy = m2 (k a [ cp). (4.7) m + G° 

A u c h h i e r m a c h e n w i r f ü r d e n A u g e n b l i c k d i e N ä h e r u n g , i n d e n S p i n t e r m e n P d u r c h G z u e r s e t z e n , r ü c k -
g ä n g i g : 

J((Jea\ <?) := \g2 + 2qS (b + <ka\ cpy = m2(Jea\ cpy. (4.8) 

W i r s u c h e n d i e e n t s p r e c h e n d e n G l e i c h u n g e n i n d e n S p i n o r b a s e n , 

M{kA 19?) = m2{kA \ cpy und M{kA \ cpy = m2{kA | cpy. (4.9) 

A n d e r s a ls i m n e u t r a l e n F a l l l a s sen s i c h j e t z t d i e S p i n t e r m e n i c h t m i t d e n E r z e u g e n d e n d e r P o i n c a r e -
G r u p p e a u s d r ü c k e n . D a s l i e g t d a r a n , d a ß d i e K o m p o n e n t e n v o n G g e m ä ß 

[Gi*, Gv] = - iqFn»; [G2, Gv] = - 2iqGxF*v (4.10) 

v e r t a u s c h e n ; d e r K o m m u t a t o r i s t u m rj k l e i n e r a l s 
d i e P r o d u k t e , d e r e n D i f f e r e n z z u b i l d e n i s t . W e i l 
n u n ( v g l . A n h a n g A . I I ) 

D^Lp1) = D'iLö1) + A°_ , A*_ = 0(fj)t (4.11) 

i s t d e r K o m m u t a t o r v o n G2 m i t D ^ L p 1 ) v o n d e r 
O r d n u n g rj • m2, d . h . v o n d e r s e l b e n O r d n u n g w i e 
d i e S p i n t e r m e ; z u i h n e n t r i t t e r b e i m Ü b e r g a n g i n 
d i e S p i n o r b a s e n h i n z u , 

Ds (Lp1) G2 Ds (Lp) = G2 + 0(rjm2). (4.12) 

A l s o k a n n m a n n i c h t d i e S p i n t e r m e m i t d e n E r -
z e u g e n d e n d e r P o i n c a r e - G r u p p e s c h r e i b e n , d e n n 
e i n e s o l c h e F o r m l i e ß e s i c h u n g e ä n d e r t v o n e i n e r 
B a s i s i n e i n e a n d e r e ü b e r t r a g e n . 

D e r W e c h s e l a u f e i n e a n d e r e B a s i s i s t w e g e n d e r 
K o m p l i z i e r t h e i t d e r S p i n a l g e b r e n i . a . s e h r m ü h s a m . 
E i n e b e s t e c h e n d e i n f a c h e A u s n a h m e m a c h t d e r 
Ü b e r g a n g i m R u h e s y s t e m d e s T e i l c h e n s ; d o r t w i r d 
d i e Ü b e r g a n g s m a t r i x g l e i c h d e r E i n h e i t s m a t r i x . 
B r i n g e n w i r n u n d i e n e u e G l e i c h u n g a u f k o Var iante, 

d . i . , g e g e n ü b e r L o r e n t z - T r a n s f o r m a t i o n e n i n v a r i a n -
t e F o r m , s o k e n n e n w i r s ie b e r e i t s in j e d e m B e z u g s -
s y s t e m ; d e r B a s i s w e c h s e l i s t f ü r b e l i e b i g e B e z u g s -
s y s t e m e g e l e i s t e t , w e n n e r f ü r e i n b e s o n d e r e s , h i e r 

d a s R u h e s y s t e m d e s T e i l c h e n s , d u r c h g e f ü h r t w u r d e . 
I m R u h e s y s t e m i s t 

p\cpy = o, p°\cpy = m\cpy ( 4 . 1 3 ) 

f ü r d e n Z u s t a n d s v e k t o r d e s b e t r a c h t e t e n T e i l c h e n s , 
a l s o i n s b e s o n d e r e [ v g l . G l . ( 2 . 2 9 ) ] i n d e r k a n o n i s c h e n 
B a s i s 

P(ka\cpy = [G + 0(Vm)Kka\cpy = 0 , (4.14) 
P*(Jco\<p> = + 0(rjm)](ka\cpy = m(ka\cpy 

f ü r d i e L ö s u n g e n d e r G l . ( 4 . 8 ) . 
I n s R u h e s y s t e m k ö n n e n w i r e r s t g e h e n , n a c h d e m 

-wir d i e K o m m u t a t o r e n g e b i l d e t h a b e n . A u s A n -
h a n g A . I I e n t n e h m e n w i r d i e F o r m v o n D ^ L p 1 ) 
f ü r k l e i n e G e s c h w i n d i g k e i t e n , 

Ds(L^) = 1 - ^ + Pi Pk Tik + 0 • 

( 4 . 1 5 ) 

D e r K o m m u t a t o r v o n Pl Pk m i t e i n e r F u n k t i o n v o n 
G i s t e i n P a a r v o n P r o d u k t e n m i t Pl b z w . Pk, 
w e l c h e s b e i m Ü b e r g a n g i n d a s R u h e s y s t e m v e r -
s c h w i n d e t . Z u b e r ü c k s i c h t i g e n b l e i b t a l s o n u r 

SP 
D*(Lp1) = 1 _ _ + . . . . (4.16) 

N a c h d e n G i n . ( 3 . 4 7 ) , ( 4 . 7 ) u n d (4 .9 ) i s t n u n 

Ds (Lp1) Jt (k o\cpy = Ds(Lpi)m2(ka\ cpy = m2{kA | 99) = M{kA\<p> = M D* (L^) (Je a\tp>. (4.17) 

W i r m ü s s e n d a h e r d i e O p e r a t o r g l e i c h u n g 

D * (Lp1) J/ = MD* (Lp1) ( 4 . 1 8 ) 

a u s w e r t e n . A u s G l . ( 4 . 1 2 ) e r s e h e n w i r , d a ß 
M=:G2 + F (4.19) 



i s t m i t e i n e m A u s d r u c k 7 1 v o n d e r G r ö ß e n o r d n u n g r j ; G l . ( 4 . 1 8 ) l a u t e t d a n n 

o d e r G2, SP 

w o b e i w i r T e r m e u n t e r d r ü c k t e n , w e l c h e i n d e r G r e n z e P 

n u n g r i 2 m 2 k l e i n s i n d . D e r K o m m u t a t o r i s t 

+ 2 qSB = T, ( 4 . 2 1 ) 

O v e r s c h w i n d e n o d e r w e l c h e v o n d e r O r d -

G2, 
SP = —S[G2,G + 0(Vm)] = 

2 iq S*GXFM + 0{rj2m2) 

= —  2 iq SiGOFM +  2 iq S lGkFk i + 0(ri2m2) m m i v / / 

= _ -.ü Si P°Foi + 2iq Si P k F * i + O(n2 m2). nm 1 rn 1 W / 

( 4 . 2 2 ) 

B e i m Ü b e r g a n g i n s R u h e s y s t e m e r h a l t e n w i r i n d e r O r d n u n g r\m2\ 

r= 2qSB + 2iqSE. (4.23) 
D i e s e r A u s d r u c k w i r k t a u f d i e S p i n o r w e l l e n f u n k t i o n w i e d i e k o V a r i a n t e F o r m 

r{kA \(p} = 2qS{B + iE){JcA\(py = - qE[lvF^{kA \ <py (4.24) 

[ v g l . G l . ( 3 . 5 4 ) m i t E ß V a u s G l . ( 3 . 3 3 ) ] . D a m i t e r h a l t e n w i r a l s W e l l e n g l e i c h u n g f ü r e i n g e l a d e n e s T e i l c h e n 
m i t n o r m a l e m m a g n e t i s c h e m M o m e n t i n d e r S p i n o r b a s i s 

(G2 - qZßVFß>) {kA | cpy = {G2 + 2qS{B + iE)) {kA \ (py = m2{kA \ (py . (4.25) 
A n a l o g finden w i r d i e W e l l e n g l e i c h u n g i n d e r d a z u k o n j u g i e r t e n S p i n o r b a s i s 

{G2 - qSßVFw) {kA | (py = {G2 + 2q S{B - i E)) {kA \ (py = m2{kA \ <p> . (4.26) 
I n d e m G l e i c h u n g s p a a r ( 4 . 2 5 ) , ( 4 . 2 6 ) e r k e n n e n w i r f ü r d e n F a l l d e s S p i n s 1 / 2 d i e D i r a c - G l e i c h u n g i n d e r 
F e v n m a n s c h e n F o r m (1 .8 ) w i e d e r ; d e n Ü b e r g a n g v o m I m p u l s r a u m i n d e n K o n f i g u r a t i o n s r a u m le i s te t e i n e 
F o u r i e r - T r a n s f o r m a t i o n . D a m i t h a b e n w i r d i e B r ü c k e z u r g e w o h n t e n B e s c h r e i b u n g d e s E l e k t r o n s i m F a l l e 
h o m o g e n e r F e l d e r g e s c h l a g e n . 

W i r e r w ä h n e n , d a ß s i ch a u c h G l . ( 4 .8 ) in e i n e r a n a l o g e n F o r m z u d e n G i n . ( 4 . 2 5 ) , ( 4 . 2 6 ) s c h r e i b e n l ä ß t : 

(G2 - q ST» Fn (k a | <p> = (G2 + 2 q S ^ B + - p o j \ (k a | <p> = m2 (k a Ex P 
( 4 . 2 7 ) 

D i e s e f o r m a l e V e r w a n d t s c h a f t d e r G l e i c h u n g e n i n 
d e n v e r s c h i e d e n e n B a s e n i s t s e h r n a h e l i e g e n d u n d 
s u g g e s t i v , m u ß a b e r i m e i n z e l n e n n a c h g e w i e s e n 
w e r d e n . 

D i e o b e n b e n u t z t e M e t h o d e , v o n e i n e r B a s i s i n 
e i n e a n d e r e i m R u h e s y s t e m ü b e r z u g e h e n u n d d i e 
W e l l e n g l e i c h u n g d a r a u f h i n k o v a r i a n t z u f o r m u l i e -
r e n , ist a u c h i m F a l l e n e u t r a l e r T e i l c h e n a n w e n d b a r . 
D o r t l i e f e r t s ie d i e G l e i c h u n g e n 

(.K2 + pta E^'eo pß Fea) (ka\(py 
= m2(ka\(py, 

(.K2 + pia ew Pß YvFoo) {kA | <p> 
= m2 {kA | (py, ( 4 . 2 8 ) 

(K2 + ^ e^so Pß YvFea) {kA | (py 
= m2 {kA | (py 

m i t ^ = — 

Y» = -

Yß= -

£ßvea pv Cfea 5 

ewPvZQ„, 

ew Pv Zoo • 

2m 
1 
m 
1 

2m 

( 4 . 2 9 ) 

D i e s e G l e i c h u n g e n s i n d z u d e n G i n . (4 .3 ) , ( 4 . 5 ) ä q u i -
v a l e n t . 

c ) G e l a d e n e s T e i l c h e n m i t b e l i e b i g e m 
M o m e n t 

D i e s e r F a l l l ä ß t s i c h a u s d e n b e i d e n v o r a n g e h e n -
d e n z u s a m m e n s e t z e n : B e i m Ü b e r g a n g i m R u h e -
s y s t e m v o n e i n e r B a s i s z u r a n d e r n w i r d d e r K o m -
m u t a t o r d e r Ü b e r g a n g s m a t r i x m i t G2 b e r e i t s v o n 
d e n T e r m e n , d i e d a s n o r m a l e m a g n e t i s c h e M o m e n t 
b e s c h r e i b e n , a b s o r b i e r t ; es b l e i b t a l so n u r d i e S u m -



m e d e r u n t e r a ) , b ) e r h a l t e n e n S p i n t e r m e z u b i l d e n . 
W i r s e h e n d ies a u c h a u f a n d e r e W e i s e : D i e O p e r a -
t o r e n in G l . ( 2 .36 ) z e r f a l l e n in e i n e n T e i l 

G2 — qSfßV , (4.30) 

d e r s i ch b e i m Ü b e r g a n g in 

G2 - qZßVF^ bzw. G2-qtßVFw (4.31) 

t r a n s f o r m i e r t , u n d e i n e n b a s i s u n a b h ä n g i g g e s c h r i e -
b e n e n T e i l 

p a e ^ P ß W v F e a . ( 4 . 3 2 ) 

S o l a u t e t d i e W e l l e n g l e i c h u n g i n d e n v e r s c h i e d e n e n 
B a s e n 

(G2 -qSSßFw + fxa e w Pß Fea - m2) 
x (Jco\cp'y = o, 

(G2 - qZßVFW + [ia E»VQa
 Pß YvFea - m2) 

X {kA | 99) = 0 , ( 4 . 3 3 ) 

(G2 - qtßVFw + [Xa BW Pß Yv Fqo - m2) 

X {kA\(p} = 0. 

B e i R e c h n u n g e n k a n n in d e n G l e i c h u n g e n G a n s t a t t 
P g e s e t z t w e r d e n . D i e S p i n o r g l e i c h u n g e n s i n d w i e 
e r w a r t e t e i n f a c h e r z u b e h a n d e l n a ls d i e G l e i c h u n g 
i n d e r k a n o n i s c h e n B a s i s : es t a u c h e n k e i n e O p e r a -
t o r e n m e h r i m N e n n e r a u f . E i n e b e s o n d e r s e i n f a c h e 
F o r m n i m m t d e r T e r m f ü r d a s n o r m a l e m a g n e t i s c h e 
M o m e n t a n . 

D i e Ü b e r g a n g s m a t r i z e n ä n d e r n s i c h b l o ß u m v o n 
d e r O r d n u n g r] k l e i n e G r ö ß e n , w e n n w i r P d u r c h G 
e r s e t z e n (s. A n h a n g A . I I ) . I n d i e s e r N ä h e r u n g g e l t e n 
a l s o d i e B e z i e h u n g e n (3 .47 ) f ü r L ö s u n g e n d e r W e l -
l e n g l e i c h u n g . T r o t z d e r D i f f e r e n z z u d e n M a t r i z e n 
in P k ö n n e n w i r a u c h m i t d e n M a t r i z e n in G d e n 
Ü b e r g a n g a u f e ine a n d e r e F o r m d e r W e l l e n g l e i c h u n g 
v o l l z i e h e n : N a c h G l . ( 4 .18 ) z . B . i s t 

(Ds(L^) + As_) (G2 -qS?ßVFw) 
= (G2 - qZß,F»>) (Ds(Läl) + A*_) (4.34) 

o d e r b i s a u f T e r m e h ö h e r e r O r d n u n g als rj m2: 

[Z> {Lg1), G2] - DS (Lg1) q SfßV F»> 

+ q ZßV F w Ds (Lg1) = 0 . ( 4 . 3 5 ) 

D i e D i f f e r e n z As_ f ä l l t a u s d i e s e r G l e i c h u n g h e r a u s . 
M i t d e r n ö t i g e n A b s i c h e r u n g l ä ß t s i c h d i e s e G l e i -
c h u n g a u c h a u f d e n Ü b e r g a n g i m R u h e s y s t e m a n -
w e n d e n ; in d e r T a t s i n d w i r i m w e s e n t l i c h e n a u c h 
s o v o r g e g a n g e n . 

Z u m S c h l u ß d i e ses P a r a g r a p h e n b e m e r k e n w i r 
n o c h , d a ß n i c h t n u r , w i e w i r s c h o n b e i d e r B e t r a c h -

t u n g d e r D a r s t e l l u n g e n d e r P o i n c a r e - G r u p p e s a h e n , 
— id/dK v o n B a s i s z u B a s i s v e r s c h i e d e n e O p e r a -
t o r e n d a r s t e l l t , j e n a c h d e m d i e K o m p o n e n t e n d e r 
S p i n r i c h t u n g i m m i t b e w e g t e n S y s t e m o d e r d i e K o m -
p o n e n t e n e i n e s d e r S p i n o r e n f e s t g e h a l t e n w e r d e n , 
s o n d e r n d a ß a u c h K in j e d e r B a s i s a u f a n d e r e W e i s e 
w i r k t , w e i l es n i c h t m i t d e n Ü b e r g a n g s m a t r i z e n v e r -
t a u s c h t . D i e s e U n t e r s c h i e d e w e r d e n i n G l . ( 4 . 3 5 ) 
a u t o m a t i s c h b e r ü c k s i c h t i g t , w e n n d e r K o m m u t a t o r 
v o n G2 m i t d e r Ü b e r g a n g s m a t r i x b e r e c h n e t w i r d . 
U m d e r Ü b e r s i c h t l i c h k e i t d e r G l e i c h u n g e n w i l l e n 
u n d w e i l M i ß v e r s t ä n d n i s s e n i c h t a u f k o m m e n k ö n -
n e n , h a b e n w i r d i e B e z e i c h n u n g e n n i c h t s t r e n g a u s -
e i n a n d e r g e h a l t e n . 

4.2. Die Wellengleichung im Konfigurationsraum 

I n d e n K o n f i g u r a t i o n s r a u m g e h e n w i r d u r c h 
F o u r i e r - T r a n s f o i m a t i o n , 

< x a \ = (2j!)3/2 J d 4 £ e x P i — ilex)(Je aI, 

i x A I = (2^372 / d 4 & e x p ( — ikx) {kA | , ( 4 . 3 6 ) 

{ x A I = (2 J ) 3 / 2 / d * k e x V ( - i k x ) { k A I • 

D i e O p e r a t o r e n K, — i d/dK n e h m e n h i e r d i e F o r m 
a n : 

Kß(xo | = i dß(x o | , 

Kß {xA \=idß {xA | , 

Kß{xA | = idß{xA |, 
8 

— i dKß <x<?| =Xß(xa\ = xß(x o\ , (4.37) 
Ö 

w { x A \ = Xß{xA\ = xß ixA I > 

- » e ! > i x A I = x ß { x A I = x ß i x A I • 

A u c h h i e r m a c h e n w i r d a r a u f a u f m e r k s a m , d a ß X 
u n d i ö v o n B a s i s z u B a s i s v e r s c h i e d e n e O p e r a t o r e n 
d a r s t e l l e n . D i e B e z i e h u n g e n (3 .47 ) z w i s c h e n d e n v e r -
s c h i e d e n e n B a s e n b l e i b e n b e s t e h e n , w e n n m a n i n 
d e n Ü b e r g a n g s m a t r i z e n P d u r c h G e r s e t z t u n d K 
w i e a n g e g e b e n i n t e r p r e t i e r t . D i e W e l l e n g l e i c h u n g 
( 4 . 3 3 ) s c h r e i b t s i ch i m K o n f i g u r a t i o n s r a u m in t r i -
v i a l e r W e i s e e n t s p r e c h e n d . 

4.3. Definition des Skalar produkts 

I n A b s c h n i t t 2 . 5 h a t t e n w i r als S k a l a r p r o d u k t f ü r 
d i e k a n o n i s c h e n W e l l e n f u n k t i o n e n i m I m p u l s r a u m 
d e n A u s d r u c k 

(xp\<p) = 2 ldMc<jp\ko)<Jco\<p> (2-35) 



d e f i n i e r t . D u r c h Ü b e r g a n g a u f d i e S p i n o r b a s e n g e -
m ä ß G l . ( 3 . 4 7 ) e r h a l t e n w i r e n t s p r e c h e n d d a s S k a l a r -
p r o d u k t f ü r d i e S p i n o r w e l l e n f u n k t i o n e n i m I m p u l s -

r a u m 

< v k > = 2 S&*<v\*A}ITÄÄ.(Qlm) {kA' | <p> 
AÄ' 

= 2Sdik<vj\kA}{kÄ\(p> 
A 

= J , S d * J c < v ) \ k A } { ] c A \ ( p > -
A 

( 4 . 3 8 ) 

F ü r d a s S k a l a r p r o d u k t i m K o n f i g u r a t i o n s r a u m 
i s t u n s d i e T h e o r i e d e s f r e i e n T e i l c h e n s v o n N u t z e n . 
D o r t w i r k t , w i e w i r i n A b s c h n i t t 3 . 9 s a h e n , d a s E i n -
e n g e n a u f d e n R a u m d e r L ö s u n g e n p o s i t i v e r E n e r g i e 
d e r G l e i c h u n g 

P 2 1 = m 2 1 (py ( 4 . 3 9 ) 

i m K o n f i g u r a t i o n s r a u m a l s B e s c h r ä n k u n g a u f d i e 
I n t e g r a t i o n b e i e i n e m f e s t e n W e r t d e r Z e i t v a r i a b l e n 
( o d e r ä q u i v a l e n t a l s B e s c h r ä n k u n g d e r I n t e g r a t i o n 
a u f e i n e r a u m a r t i g e H y p e r f l ä c h e i n d e r R a u m z e i t 3 8 , 
v g l . § 3 b ) . W i r b e a c h t e n n u n , d a ß f ü r d i e L ö s u n g e n 
d e r W e l l e n g l e i c h u n g 

p2\(py = (G2 + 0(r]m2))\<p>, 
P0\<p> = (G0 + O(rlm))\<p> (2.32) 

i s t , d . h . , d a ß d i e L ö s u n g s r ä u m e d e r G l e i c h u n g e n 

P 2 1 = m2 | ( 4 . 3 9 ) 

u n d G21 <py = m2 \ <p> ( 2 . 4 1 ) 

n a h e b e i e i n a n d e r l i e g e n . D e r a n a l o g z u G l . ( 3 . 6 5 ) 

m i t Go a n s t a t t P o g e b i l d e t e O p e r a t o r 

2 J d 3 * [ ( — ;<?o — qAo)\xoy '(xa\ 

+ \xay • (i öo — qAo)(xa\\ (4.40) 

s o l l t e a l s o b i s a u f e i n e n F e h l e r v o n d e r O r d n u n g rj 
d e r P r o j e k t o r a u f d e n L ö s u n g s r a u m d e r W e l l e n -
g l e i c h u n g s e i n . D e n D e f i n i t i o n s b e r e i c h b e s c h r ä n k e n 
w i r a u f L ö s u n g e n z u p o s i t i v e r E n e r g i e . D o c h h a t 
a u c h d a n n n o c h d i e s e r „ P r o j e k t o r " e i n e n S c A o n -
h e i t s f e h l e r : e r i s t n i c h t p o s i t i v d e f i n i t . D a s l i e g t 
a b e r a n w e i t e r n i c h t s a l s e i n e r u n z w e c k m ä ß i g g e -
w ä h l t e n B e s c h r e i b u n g d e s F e l d e s ; w i r s e h e n n ä m -
l i c h , d a ß m a n d u r c h e i n e — p h y s i k a l i s c h f o l g e n l o s e 
— U m e i c h u n g d e s P o t e n t i a l s g e m ä ß G i n . ( 2 . 3 9 ) , 
( 2 . 4 0 ) d a s S k a l a r p o t e n t i a l z u m V e r s c h w i n d e n b r i n -
g e n k a n n ; d e r P r o j e k t o r i s t d a n n a u f d e m R a u m 
d e r L ö s u n g e n z u p o s i t i v e n F r e q u e n z e n p o s i t i v , w i e 
e r s e i n s o l l . N a c h d i e s e r h e u r i s t i s c h e n B e t r a c h t u n g 
d e f i n i e r e n w i r d a h e r d a s S k a l a r p r o d u k t i n d e r B e -

s c h r e i b u n g , i n d e r d a s S k a l a r p o t e n t i a l v e r s c h w i n d e t , 
m i t L ö s u n g e n z u p o s i t i v e n F r e q u e n z e n | <p> a l s 

a 
— 2 J d 3 * < $ | x A j i ö 0 {xA\cpy 

A 

= 2 \dZx^\xÄ}ilQ{xA\^y (4.41) 
A 

= 2 J & X < $ \ X A ) i 5 / 7 V { x A | f > . 

4 . 4 . Verhalten der Wellengleichung 

unter Raum- und Zeitspiegelung 

I n e i n e r u n i t ä r e n D a r s t e l l u n g w i r d d i e R a u m -
s p i e g e l u n g SP d u r c h e i n e n u n i t ä r e n , d i e Z e i t u m k e h r 
Z T b e k a n n t l i c h 3 9 d u r c h e i n e n a n t i u n i t ä r e n O p e r a t o r 
b e w i r k t . D a b e i t r a n s f o r m i e r e n s i c h d i e i n d e r W e l -
l e n g l e i c h u n g a u f t r e t e n d e n G r ö ß e n n a c h 

p > P 
p ° —> p ° 

Jik Jik 
JOi — JOi 

A->-A 
A0-+A0 

Fik Fa 
Foi - > — Foi 

er p - > — I> 

p o p o 

Jilc ~> Jik 
JOi ~ ^ JOi 

A-+-A 

Fik — Fik 
Foi - > Foi. 

( 4 . 4 5 ) 

D i e W e l l e n g l e i c h u n g i n d e r k a n o n i s c h e n B a s i s , 
G l . ( 2 . 3 6 ) , i s t a l s o g e g e n ü b e r R a u m - u n d Z e i t s p i e g e -
l u n g i n v a r i a n t . A n d e r s d i e W e l l e n g l e i c h u n g i n d e n 
S p i n o r b a s e n : e i n S p i n o r w i r d u n t e r R a u m s p i e g e l u n g 
i n d e n z u i h m k o n j u g i e r t e n S p i n o r ü b e r f ü h r t , w i e 
m a n a u s d e r D e f i n i t i o n ( 3 . 2 3 ) e n t n i m m t . D i e G l e i -
c h u n g i n d e r S p i n o r b a s i s g e h t a l s o u n t e r R a u m -
s p i e g e l u n g i n d i e G l e i c h u n g i n d e r d a z u k o n j u g i e r t e n 
S p i n o r b a s i s ü b e r . U n t e r Z e i t u m k e h r d a g e g e n t r a n s -
f o r m i e r e n s i c h J — S u n d N — iS, w e n n w i r z u m 
B e i s p i e l d i e ( s o ) - D a r s t e l l u n g b e t r a c h t e n , i n J= — S 

u n d N = — i S . B e k a n n t l i c h i s t n u n 

d « ( ? r ) S f d « - i (ye) = — S, ( 4 . 4 6 ) 

w o b e i d s (JI) d i e M a t r i x d e r D r e h u n g u m d e n W i n -
k e l n u m d i e y-Achse b e d e u t e t 3 5 . W i r finden a l s o , 
d a ß u n t e r Z e i t u m k e h r d i e G l e i c h u n g i n e i n e r S p i n o r -
b a s i s {^4 | i n d i e G l e i c h u n g i n e i n e r d a z u ä q u i v a l e n -
t e n S p i n o r b a s i s d s (n) { A | ü b e r g e h t . I n d e r E i n -
l e i t u n g h a b e n w i r s c h o n a n g e d e u t e t , d a ß d a s T r a n s -
f o r m a t i o n s v e r h a l t e n d e r S p i n o r e n u n t e r S p i e g e l u n g 
d i e M a t r i x e l e m e n t e n i c h t b e r ü h r t , w reil d i e s e a u s 



S p i n o r u n d k o n j u g i e r t e m S p i n o r s y m m e t r i s c h g e -
b i l d e t w e r d e n ; m a n s i eht d i e s a n d e r D e f i n i t i o n d e r 
S k a l a r p r o d u k t e ( 4 . 3 8 ) , ( 4 .41 ) . 

4.5. Gültigkeit der Wellengleichung 
in inhomogenen Feldern 

D i e W e l l e n g l e i c h u n g e n w u r d e n f ü r d e n F a l l h o m o -
g e n e r e l e k t r o m a g n e t i s c h e r F e l d e r a b g e l e i t e t ; d i e s e 
B e d i n g u n g g i n g in G l . (2 .4 ) b z w . (2 .9 ) e in . F ü r g e -
l a d e n e T e i l c h e n l ä ß t s i c h d i e m ö g l i c h e K o r r e k t u r , 
d i e d u r c h e ine I n h o m o g e n i t ä t d e r F e l d e r n ö t i g w i r d , 
d u r c h d ie d i m e n s i o n s l o s e K o n s t a n t e 

y = */| F\ • (| ÖF'\ + | e0P"|) • ix\nn ( 4 .47 ) 

n a c h o b e n h in a b s c h ä t z e n ; d a b e i i s t % d i e C o m p t o n -
W e l l e n l ä n g e d e s b e t r a c h t e t e n T e i l c h e n s , u n d F, F', 
F" s t e h e n j e w e i l s f ü r d i e e l e k t r i s c h e o d e r m a g n e t i -
s c h e F e l d s t ä r k e : S o l a n g e d i e r e l a t i v e r ä u m l i c h - z e i t -
l i c h e V a r i a t i o n d e s F e l d e s k l e in g e g e n d i e C o m p t o n -
W e l l e n l ä n g e des T e i l c h e n s ist , w e r d e n u n s e r e G l e i -
c h u n g e n in g u t e r N ä h e r u n g a u c h f ü r i n h o m o g e n e 
F e l d e r g e l t e n . Z a h l e n b e i s p i e l : F ü r d a s E l e k t r o n i m 
a t o m a r e n F e l d a u f d e r n i e d r i g s t e n B o h r s c h e n B a h n 
ist y v o n d e r G r ö ß e n o r d n u n g 1 0 - 2 . 

W i r m ö g e n e in G e f ü h l f ü r d i e Z u v e r l ä s s i g k e i t d e r 
G l e i c h u n g e n in i n h o m o g e n e n F e l d e r n d a r a u s e n t -
n e h m e n , d a ß e i n m a l d i e D i r a c - G l e i c h u n g , e in S p e -
z ia l fa l l f ü r S p i n 1 /2 , d i e F e i n s t r u k t u r d e s W a s s e r -
s t o f f a t o m s g u t e r k l ä r t ; z u m a n d e r n l i e f e r n sie b e i 
k l e i n e n G e s c h w i n d i g k e i t e n d e n A u s d r u c k f ü r d i e 
K r a f t a u f e in s p i n n e n d e s T e i l c h e n in s t a t i s c h e n F e l -
d e r n , d e n w i r e r w a r t e n , n ä m b c h 

P = q{E + P/mxB)- jud(SB). (4.48) 

M u l t i p o l m o m e n t e v o n T e i l c h e n h ö h e r e n S p i n s w e r -
d e n v o n u n s e r e n G l e i c h u n g e n a l l e r d i n g s n i c h t b e -
s c h r i e b e n . 

B e i m W e c h s e l v o n e i n e r B a s i s z u r a n d e r n w u r d e 
n i c h t b e n u t z t , d a ß d i e F e l d e r h o m o g e n w a r e n . W i r 
k ö n n e n d a s A r g u m e n t a l s o a u c h u m k e h r e n : G i l t d i e 
W e l l e n g l e i c h u n g , a u c h m i t s c h w a c h e n i n h o m o g e n e n 
F e l d e r n , in e iner B a s i s , s o a u c h in d e n b e i d e n a n d e r n . 
D i e s k ö n n e n w i r a n w e n d e n b e i m Ü b e r g a n g v o n d e r 
D i r a c - G l e i c h u n g in i n h o m o g e n e n F e l d e r n z u r P a u l i -
G l e i c h u n g : M a n t r a n s f o r m i e r t v o n d e n S p i n o r b a s e n 
in d i e k a n o n i s c h e B a s i s u n d b e t r a c h t e t d i e W e l l e n -
g l e i c h u n g b e i k l e i n e n G e s c h w i n d i g k e i t e n . 

5. Zusammenfassung 

I n e r s te r N ä h e r u n g h a b e n w i r d ieses v i e r z i g J a h r e 
a l t e P r o b l e m g e l ö s t , w i e r e l a t i v i s t i s c h e T e i l c h e n m i t 
b e l i e b i g e m S p i n u n d b e l i e b i g e m m a g n e t i s c h e n M o -
m e n t i m e l e k t r o m a g n e t i s c h e n F e l d z u b e s c h r e i b e n 
s i n d . W i r h a b e n u n s d a b e i n o c h a u f h o m o g e n e F e l -
d e r b e s c h r ä n k t . 

W i r f a n d e n , d a ß d i e S c h w i e r i g k e i t e n , d i e in f r ü h e -
r e n L ö s u n g s v e r s u c h e n a u f t r a t e n , i m w e s e n t l i c h e n 
d a r a u f z u r ü c k z u f ü h r e n s i n d , d a ß m a n B e z i e h u n g e n 
z w i s c h e n v e r s c h i e d e n e n H i l b e r t - R a u m b a s e n b e r e i t s 
a ls W e l l e n g l e i c h u n g a n s a h : m a n v e r l a n g t e v o n d i e -
ser W e l l e n g l e i c h u n g z u v i e l , v o n ihrer I n t e r p r e t a t i o n 
z u w e n i g . D i e e inz ige v o n d e r I n t e r p r e t a t i o n h e r 
b r a u c h b a r e W e l l e n g l e i c h u n g f ü r e in f re ies T e i l c h e n ist 
e i n e A r t K l e i n - G o r d o n - G l e i c h u n g f ü r b e l i e b i g e n S p i n . 

W i r e n t s c h i e d e n d i e b i s h e r o f f e n e F r a g e n a c h 
e i n e m b r a u c h b a r e n F o r m a l i s m u s , u m v o m r e l a t i v i -
s t i s c h e n H a m i l t o n - O p e r a t o r ( o d e r , k lass i s ch , v o n 
d e r r e l a t i v i s t i s c h e n H a m i l t o n - F u n k t i o n ) z u r B e -
w e g u n g s g l e i c h u n g z u g e l a n g e n , z u g u n s t e n d e r 
E i g e n z e i t f o r m u l i e r u n g d e r H a m i l t o n s c l i e n G l e i c h u n -
g e n 1 8 , 1 9 . D a m i t s c h e i d e n gewisse F o r m e n r e l a t i v i -
s t i s c h e r „ H a m i l t o n - O p e r a t o r e n " aus , i n s b e s o n d e r e 
a l le , d i e v o n e r s t e m G r a d e in K s ind . E i n B e i s p i e l 
i s t d e r D i r a c s c h e „ H a m i l t o n - O p e r a t o r " . D i e D i r a c -
G l e i c h u n g se lbs t w i r d v o n d ieser B e m e r k u n g n i c h t 
b e r ü h r t , n u r d i e I n t e r p r e t a t i o n g e w i s s e r O p e r a t o r e n 
als O r t , G e s c h w i n d i g k e i t u s w . , d i e z u s o u n p h y s i k a -
l i s c h e n E f f e k t e n w i e d e r Z i t t e r b e w e g u n g b e i e i n e m 
f r e i e n T e i l c h e n f ü h r e n (e ine D i s k u s s i o n finden w i r 
b e i ARUNASALAM 4 0 ) . 

N a c h u n s e r e m j e t z i g e n V e r s t ä n d n i s i s t d i e D i r a c -
G l e i c h u n g e in u n g e m e i n g l ü c k l i c h e r W u r f : Z u f ä l l i g 
s t i m m t d i e G l e i c h u n g , d i e m a n d u r c h J o n g l i e r e n 
m i t e i n e r A l g e b r a e r h ä l t , w e l c h e i n d i r e k t m i t d e n 
S p i n m a t r i z e n z u s a m m e n h ä n g t , f ü r S p i n 1 /2 b e i A n -
k o p p l u n g d e s F e l d e s ü b e r e i n m i t d e r G l e i c h u n g f ü r 
d a s E l e k t r o n i m e l e k t r o m a g n e t i s c h e n F e l d . D i e s e 
„ A b l e i t u n g " l ä ß t s i ch j e d o c h a u f T e i l c h e n h ö h e r e n 
S p i n s a l s e ins n i c h t a n w e n d e n . 

D i e T h e o r i e r e l a t i v i s t i s c h e r T e i l c h e n m i t S p i n i m 
e l e k t r o m a g n e t i s c h e n F e l d is t , s o w e i t m a n sie d u r c h 
W e l l e n g l e i c h u n g e n b e s c h r e i b e n k a n n , d u r c h s i c h t i g e r 
g e w o r d e n . W i r s e h e n d i e se A r b e i t als e i n e n B e i t r a g 
z u r L ö s u n g d e r e i g e n t l i c h e n A u f g a b e , e i n e Q u a n t e n -
f e l d t h e o r i e f ü r T e i l c h e n b e l i e b i g e n S p i n s z u e n t -
w i c k e l n ; in d i e s e m S i n n e is t sie als e ine ers te N ä h e -
r u n g a n d a s P r o b l e m d e r r e l a t i v i s t i s c h e n B e s c h r e i -
b u n g v o n w e c h s e l w i r k e n d e n T e i l c h e n a n z u s e h e n . 



M e i n e m L e h r e r , H e r r n P r o f . Dr . GEORG SÜSSMANN, d e m er mi ch lehrte , p h y s i k a l i s c h u n d nicht formal is t i sch 
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Anhang 

A.l) Die Form der Erzeugenden infinitesimaler Drehungen in der kanonischen Basis 

D i e L o r e n t z - T r a n s f o r m a t i o n , d i e d e n V i e r e r v e k t o r p i n d e n V i e r e r v e k t o r p' ü b e r f ü h r t , 

{Lp'p)/pv = p'ß, mit p2 = p'2 = m2, (LI) 
lautet 

( W v V = + pp' + P » P ' ' + P'»P'9 2 m * ) p ' » p v \ • ( L 2 ) 

D a m i t w i r d d i e S c h n e l l u n g Lp g l e i c h 

{ L P V : = ( L P R P ) / = D ; - M L J + P 0 ) VVUVV + M P . Ö L + M 2 < ^ 0 ~ + 2 P ° ) Ö ° ß P V ] • ( 1 -3 ) 

D i e R i i c k s c h n e l l u n g i s t 

( V V = K - miJ,r p0) \MV + + m2d>0 - (m + 2 P ° ) P ^ V 0 ] • (1.4) 

F ü r d i e W i g n e r - D r e h u n g ( 3 . 1 8 ) e r h ä l t m a n 

(RA,PV = Aßv + ( m + p 0 ) 1 ( m + - ^ ö ) > - 1 )P'ßPv + (P° + mA0°)p'ßöv0 - ( m + p ' O ) Aß°(p» + MÖ'0) 

+ (p'° + m A0°) <5J(pv + mdv0) + (m + ( - p'ß A0V - m 6% A0V + m Ö°M Ö0V)]. (1.5) 

H i e r b e i h a b e n w i r p' = Ap g e s e t z t . F ü r i n f i n i t e s i m a l e T r a n s f o r m a t i o n e n 

A(xß):= 1 +eJocß (1.6) 
n i m m t d i e W i g n e r - D r e h u n g d i e F o r m 

(Raw).p)p' e W öß - gßß d'a - m]rp0 [(Pß + m dj) (örao övß - gpo K) 

+ (9*ßd°ß - gßßö°x)(p' + möv0)]} (1.7) 
a n . D a r a u s e n t n e h m e n w i r 

( K a m p V = ( 1 + e J i j c V ( 1 . 8 ) 
u n d 

- 8 -m l p0 (gik pi - pk ö\) <3* ö\ =ö'ß-e - P m (9it ölm - gkm ö\) 6* b\ 

= { 1 + £ m h ° : P m J i m ) / . ( 1 . 9 ) 

S c h l i e ß l i c h w i r d 

U(A(ik))\pa} = (1 -ieJtk)\p&> = | (1 - eJik)p, or'>D°a.a{R A(ik),p) 

= (1 - i e(3Tt Pk - 3Ck Pt)) (1 - i eSTik) \pa>. (1.10) 

H i e r b e i b e n u t z t e n w i r d i e i m a k t i v e n S t a n d p u n k t , d e n w i r e i n n e h m e n , g ü l t i g e B e z i e h u n g 

D s ^ A ( i i c ) , v ) = D s ( ! + = 1 - ( L 1 1 ) 

m i t S^iic = e i k l Sl u n d s e t z t e n 

SCß\pa) = i ö / ö^|p<r> . (1.12) 

D i e D i f f e r e n t i a t i o n f i n d e t u n t e r d e r N e b e n b e d i n g u n g p2 = m2 s t a t t . A u s G l . ( I - I O ) l e s e n w i r a b 

Joe \po> = [3Ci Pk -&kPi + ^ik) \pay, (1.13) 
a n d e r s 

J\pa} = ( f x P + S)\po}. (1.14) 



A n a l o g e r h a l t e n w i r 

Jok \p<7> = (3T0 Pk - 3Tk Po + se0*) IV (1.15) 
mit ^ok= m l pö <eki Pl. 

B e r ü c k s i c h t i g t m a n n o c h d i e N e b e n b e d i n g u n g p2 = m2 i n d e r F o r m 

po = } (X 16) 
s o findet m a n w e g e n 

8 / 8 8 p ° 8 \ / 8 8 \ 
Po dpk \P>=P0 ['dpk + Jpk dpoj | P°, P> = [PO (1.17) 

d a ß SC^Pk — & k P o d a n n a l s — P § 2 C k v e r s t a n d e n w e r d e n m u ß . D a m i t s c h r e i b e n w i r G l . ( 1 . 1 5 ) a l s 

N\Po> = [ l / ( m + P ° ) ] P x S)\pa}. ( 1 . 1 8 ) 

I n d e r F o r m ( 1 . 1 4 ) u n d ( 1 . 1 8 ) w u r d e n d i e D a r s t e l l e r d e r i n f i n i t e s i m a l e n E r z e u g e n d e n a u c h v o n J o o s 6 

u n d S H I R O K O V 3 3 a n g e g e b e n . 

A.II) ITS-, Ds-, I)s-Matrizen 

D i e / 7 S - M a t r i z e n s i n d d e f i n i e r t d u r c h 

77* (p/m) : = Ds(Lp1)bs(Lp) = D»(L~1)D'*(L~1). ( II . l ) 

S i e t r a n s f o r m i e r e n s i c h u n t e r L o r e n t z - T r a n s f o r m a t i o n e n g e m ä ß 

IIs(Ap/m) = Ds(A)IIs(p/m) Ds* (A). (II.2) 

W i r z e i g e n j e t z t , d a ß d i e M a t r i x e l e m e n t e nsAB(pjm) P o l y n o m e v o m G r a d e ^ 2 s i n d e n pf/m s i n d : 
— N3 = — J03 e r z e u g t d i e S c h n e l l u n g e n L~1(p°, 0 , 0 , p3) i n R i c h t u n g d e r 2 - A c h s e . F ü r e i n e b e l i e b i g e 
S c h n e l l u n g g i l t 

= R 0 , 0 , p3) -> (p°, p)] L-1 (po, 0 , 0 , p3) = R e x p ( — £ N 3 ) ( I I . 3 ) 

m i t £ = A r s i n h p 3 / m = A r c o s h p ° / m . ( H - 4 ) 

I n d i e s e r W e i s e s p a l t e n w i r d i e W i n k e l a b h ä n g i g k e i t d e r S c h n e l l u n g v o n i h r e r A b h ä n g i g k e i t v o m B e t r a g 
d e s ( D r e i e r - ) I m p u l s e s a b . B i s a u f e i n e D r e h u n g i s t a l s o DS(L~^) g l e i c h e x p ( — £ $ 3 ) ; d a m i t s i n d d i e M a t r i x -
e l e m e n t e nsAB(p/m) i n e i n e r D a r s t e l l u n g , i n d e r S3 d i a g o n a l i s t , g l e i c h 

nsAB(plm) = D a c ( R ) e x p ( 2C£) DS
CB(R) = D°ÄC{R) ± £ ) ~ 2 | C | D*CB{R)- ( I I . 5 ) 

h i e r b e i g i l t d a s p o s i t i v e V o r z e i c h e n , w e n n C > 0 i s t . D e r g r ö ß t m ö g l i c h e E x p o n e n t d e s P o l y n o m s i s t 2 s . 
D u r c h d i e D r e h u n g g e h t p3 ü b e r i n e i n e L i n e a r k o m b i n a t i o n d e r K o m p o n e n t e n v o n p. D a r a u s f o l g t d i e 
B e h a u p t u n g . 

M u l t i p l i z i e r e n w i r IJS (p/m) m i t m 2 s , u n d d r ü c k e n w i r w e i t e r m 2 d u r c h p2 a u s , s o e r h a l t e n w i r f ü r d i e 
M a t r i x e l e m e n t e TIAB(p) h o m o g e n e P o l y n o m e v o m G r a d e 2 s i n d e n p»\ A u s G l . ( I I . 5 ) e n t n e h m e n w i r , 
d a ß n u r g e r a d e P o t e n z e n v o n m i n d i e s e n P o l y n o m e n a u f t r e t e n [ 2 (s — C) i s t g e r a d e ] ; s o m i t i s t IIs (p) e i n 
g a n z r a t i o n a l e s P o l y n o m i n pf. W i r s e t z e n d a h e r I I s ( p ) a n a l s 3 > 3 7 

n>(p) = m2sDs(L~l)Ds*(L~l) = ... pM2,. (II-6) 

D i e M a t r i z e n s i n d b e z ü g l i c h d e r I n d i z e s s y m m e t r i s c h . F o r d e r n w i r , d a ß s i e i n a l l e n B e z u g s -

s y s t e m e n g l e i c h s e i n s o l l e n , s o m u ß f ü r s i e d i e B e z i e h u n g g e l t e n : 

DB(A)t"1""»D'*(A) =r-"9uAnlil-...A9J'u. (II.7) 

D i e s e G l e i c h u n g n ü t z e n w i r f ü r d i e B e r e c h n u n g d e r t ^ u n d s c h l i e ß l i c h d e r I I s ( p ) a u s . B e t r a c h t e n w i r 
i n f i n i t e s i m a l e T r a n s f o r m a t i o n e n , s o l a u t e t G l . ( I I . 7 ) 

(1 - i e J e a ) t " > - " » ( 1 + iE J*ea) = (1 - eJea)vr---A 1 - eJea)V2r'tVl-Vi', (H.8) 



u n d w i r b e k o m m e n d i e B e z i e h u n g 

i(JQot- t^j;a) = f (Jgjvrt"-"-"» = | (genö? - . (II.9) 

S e t z e n w i r s p e z i e l l g — 0 , a = 1 , s o e r h a l t e n w i r d i e R e k u r s i o n s f o r m e l 

2s 2s 

2 d p t " 1 - i = 2 di^t"1-o-"2* + i {N* t^ + ^ x V * * ) (11.10) 
A=1 A=1 

o d e r , d a w i r i n d e r S p i n o r d a r s t e l l u n g r e c h n e n , 

2 s 2 s 

2 (5 g ^ w - 4 - " ' » = — 2 < 5 f - f + . ( 1 1 . 1 1 ) 
A = I ; . = I 

S i e b e d e u t e t : S e i e i n I n d e x s a t z { / / } = / i i . . . / / 2 s g e g e b e n . D a n n i s t d i e l i n k e S e i t e d e r G l e i c h u n g e i n e 

S u m m e v o n A u s d r ü c k e n , i n d e n e n e i n I n d e x 0 d u r c h i e r s e t z t i s t ; a u f d e r r e c h t e n S e i t e i s t e n t s p r e c h e n d 

i m e r s t e n T e i l d e r I n d e x i d u r c h 0 e r s e t z t . W i r k ö n n e n d a h e r j e d e s a u f d i e t ^ m i t e i n e m b z w . z w e i 

I n d i z e s 0 m e h r z u r ü c k f ü h r e n ; e i n a l l g e m e i n e s t ^ l ä ß t s i c h r e k u r s i v a u s t b e r e c h n e n . f 0 . . . o w i e d e r u m 

i s t l e i c h t a u s G l . ( I I . 6 ) i m R u h e s y s t e m a b z u l e s e n : 

/ I s ( m , Q) = m 2 s = m 2 s , a l s o f 0 . . . o = i . ( 1 1 . 1 2 ) , ( 1 1 . 1 3 ) 

D i e s e h ü b s c h e M e t h o d e w u r d e v o n T U N G 3 a n g e g e b e n . 

D i e K o n s t r u k t i o n e i n e s u n t e r L o r e n t z - T r a n s f o r m a t i o n e n i n v a r i a n t e n V e k t o r s a u s z w e i d i m e n s i o n a l e n 

M a t r i z e n , a u f w e l c h e r d e r S p i n o r k a l k ü l f ü r < s = l / 2 a u f b a u t 4 1 , i s t a u f b e l i e b i g e S p i n s e i n f a c h z u v e r a l l -

g e m e i n e r n , i n d e m m a n a u s d e n ( 2 s -+- l ) - d i m e n s i o n a l e n S p i n m a t r i z e n i n d e r b e s c h r i e b e n e n W e i s e T e n s o r e n 

v o n 2 s - t e r S t u f e b i l d e t 3 7 . 

A l s B e i s p i e l e b e r e c h n e n w i r d i e F o r m e l n f ü r s = 1 / 2 u n d s = 1 : 

5 = |: fl = 2 S*; II1'2 (p) = p° - 2 Sp; 

5 = 1 : *oo = 1; ti0 = t0i = Si; tik = _ ^ s* Sk + Sk S{; ( I I . 1 4 ) 

m{p) = po2-p2 - 2 p ° S p + 2{Sp)2. 

D i e 7 7 s _ 1 (p) e r h a l t e n w i r a u s d e n I I s (p), i n d e m w i r p d u r c h — p e r s e t z e n . W i r s e h e n d i e s b e i g e n a u e r 

B e t r a c h t u n g d e r G i n . ( I I . 3 ) f o d e r a u c h a u s e i n e r a n d e r e n S c h r e i b w e i s e d e r I I s (p/m): W i e — V 7 3 d i e S c h n e l -

l u n g e n i n R i c h t u n g d e r 2 - A c h s e e r z e u g t , s o — e N d i e S c h n e l l u n g e n i n R i c h t u n g v o n e : 

L-1 = e x p ( — £ e i V ) m i t £ = A r s i n h | p \ \m = A r c o s h p ° / m . ( 1 1 . 1 5 ) , ( 1 1 . 1 6 ) 

E n t s p r e c h e n d w i r d 

D-HL-1) = Ds*(L~l) = i)'(Lp) = exp (— £ ep S), Ds (Lp) = exp (CepS) (11.17) 

u n d 

IJS {p/m) = e x p (— 2 t,epS), i 7 « " i (pH = e x p ( + 2 £ ep S), (11.18) 

w o b e i cp = pl\ p | ( 1 1 . 1 9 ) 

i s t . A u s d i e s e n G l e i c h u n g e n s c h l i e ß e n w i r w e i t e r 
D* (L-1) = e x p ( - £ e p 5 ) = e x p ( - 2 £ S) ( I I . 2 0 ) 

m i t £ = £ / 2 = A r s i n h ^ J * l + p 0 = A r c o s h ^ + ^ ( 1 1 . 2 1 ) 

d i e s w e g e n s i n h £ = ( c o s h 2 £ — 1 ) , c o s h £ = ( c o s h 2 £ + T ) . ( 1 1 . 2 2 ) 



D i e e x p l i z i t e F o r m d e r Ds(Lp 1 ) e r g i b t s i c h a l s o a u s d e r F o r m d e r I I s (pjm), i n d e m w i r e r s e t z e n : 

pß ypo + m p p n 23 

m /2TO ' m ) / 2 m | / p 0 + m ' 

F ü r 5 = 1 / 2 u n d s = 1 b e k o m m e n w i r 

B " 2 < = L ( Y ^ -  2 v r U ) • V > = 1 - + ^ f l r V • ( I L 2 4 ) 

W i r w o l l e n n u n d i e f ü h r e n d e n T e r m e v o n I I s , D s f ü r k l e i n e G e s c h w i n d i g k e i t e n b e s t i m m e n . A u s d e n 

G i n . ( 1 1 . 1 1 ) , ( 1 1 . 1 3 ) f o l g t 

n * ( v M = ( £ f ( £ 1 + T i k ( 1 1 . 2 5 ) 

u n d d a r a u s 

v > = ) ' - si + ^ <«•»> 
F ü r k l e i n e G e s c h w i n d i g k e i t e n h a b e n w i r 

n°(PM = 1 - 2 T™ + O ) , Ds(L~l) = 1 - + pip* T™ + 0 (11.27) 

W i r s e h e n a u s d e n G i n . ( 1 1 . 2 5 ) , ( 1 1 . 2 6 ) , d a ß f ü r 
P = G + 0(rjm), (11.28) 

w o b e i r) 1 i s t , a u c h 

IIs(P/m) = ü s (Gjm) 0(rj), D^Lp1) = Ds(Lq1) - f - 0(rj) ( 1 1 . 2 9 ) 

g i l t . 
A b s c h l i e ß e n d b e s t i m m e n w i r n o c h d i e G r ö ß e n o r d n u n g d e s U n t e r s c h i e d e s d e r O r t s o p e r a t o r e n i n d e n 

v e r s c h i e d e n e n B a s e n . Z u m B e i s p i e l i s t n a c h G l . ( 3 . 3 6 ) 

8 
3 k - < Z k = Ds (L~ (Lp); ( 1 1 . 3 0 ) 

m i t G l . ( 1 1 . 1 7 ) finden w i r 

Ds (L-1) -i^Ds (Lp) = e x p ( - £ ep S) • e x p ( f ep S) 

= P(SP) - T p p ) + * [ j ö ~ i ) + ~ . ( 1 1 . 3 1 ) 

d i e l e t z t e Z e i l e w e g e n £ < \p\jm. ( 1 1 . 3 2 ) 

D e r U n t e r s c h i e d i s t d a m i t v o n d e r O r d n u n g 1 \m, d . i . v o n d e r O r d n u n g d e r C o m p t o n - W e l l e n l ä n g e d e s 

b e t r a c h t e t e n T e i l c h e n s . 
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