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Zur Beschreibung relativistischer Teilchen hoheren Spins
im elektromagnetischen Feld
WOoLFGANG O. ULricI

Sektion Physik der Universitit Miinchen
(Z. Naturforsch. 27 a, 339—362 [1972] ; eingegangen am 29. November 1971)

The Description of Relativistic Particles with Arbitrary Spin in the Electromagnetic Field

Starting with the equations of the center-of-mass motion and spin motion of a particle in
a homogeneous electromagnetic field, we derive the Hamiltonian and the wave equation of a
relativistic particle with arbitrary spin and arbitrary magnetic moment in this field. We change
from the canonical representation to spinor representations with convenient transformation pro-
perties, and we find a form of the wave equation which, for the special case of spin 1/2, coincides
with the Dirac equation (in the form first given by Feynman). The problems and limitations of

this derivation are extensively discussed.
Bezeichnungsweise

In dieser Arbeit benutzen wir Einheiten, in denen
h=c=1 wird.

Die Operatoren der Teilchenobservablen schrei-
ben wir mit grofen, ihre Eigenwerte mit kleinen
Buchstaben. Beim Impulsoperator kennzeichnen
wir den kanonischen Impuls durch K, um diesen
gegen den kinetischen Impuls P abzusetzen.

Die hermitesch Konjugierte einer Matrix D be-
zeichnen wir mit D*.

Wir gebrauchen bei raumlichen Vektoren und
Vierervektoren eine kovariante Schreibweise. Einen
Index, der alle vier Werte 0, 1, 2, 3 durchlauft, be-
zeichnen wir durch einen griechischen Buchstaben,
einen fiir die Werte 1, 2, 3 durch einen lateinischen.
at sind die kontravarianten Komponenten eines
Vierervektors a = (a9, a), die kovarianten definie-
ren wir durch

(0.1)

ay = Guya’

mit ggo=—gn=—ge2=—gsz=1, gu=0 fir
u = v. Dabei benutzen wir die Einsteinsche Kon-
vention, tber doppelt auftretende Indizes zu
summieren. Verallgemeinernd beziehen wir auch
Spinindizes in diese Konvention ein. Das Skalar-
produkt zweier Vektoren a und b ist dann

ab=a,bt =arb, = adb0 — aibi
=a%0 —ab. (0.2)
Wir definieren den vollstindig antisymmetrischen
Einheits-Vierertensor,

+ 1 fiir gerade Permutationen von

(0123),
eves = | — 1 fir ungerade Permutationen von
(0123),
0 sonst, (0.3)

und den vollstindig antisymmetrischen raumlichen
Einheitstensor,

gkl ;= gOtkl (0.4)
Fiir das Produkt solcher Tensoren gilt
Euvoo EXBYS = — %7
Eurgq EHBVE = — 3070
gy £MN = — §En (0.5)
gk €6 = — 267
dabei haben wir die Determinante
6% o2
0% =) 2 ¥ (0.6)
SR LA

und die analog definierten Determinanten %07,
0%f7% benutzt. — Die negativen Vorzeichen in
Gl. (0.5) sind auf die verwandte Metrik zuriick-
zufihren.

Wir gebrauchen die Differentialoperatoren
0y = OfCxH.
Die elektrischen Potentiale werden im Vektor des

Viererpotentials 4 = (D, A) zusammengefallt. Wir
definieren den antisymmetrischen Vierertensor

Fup:=0,4,— d A4,. (0.7)
und identifizieren
Foi= B,
Fri= exu Bt (0.8)
(mit der Umkehrung Bi= — ¢kl Fy;) mit den

Komponenten des elektrischen und magnetischen
Feldes.
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1. Einfiihrung

Seitdem Dirac im Jahre 1928 seine berithmte
Gleichung aufstellte und sie erfolgreich auf das
Wasserstoffspektrum anwandtel, hat es an Ver-
suchen nicht gefehlt, sie auf die Beschreibung von
Teilchen hoheren Spins als 1/2 im elektromagneti-
schen Feld zu erweitern. Eine konsistente Lésung
fiir Spins s > 1 ist bisher jedoch nicht gefunden
worden?2:3. In dieser Arbeit werden wir, von den
auf spinnende Teilchen wirkenden Kriften aus-
gehend, eine in schwachen, homogenen Feldern in
erster Néaherung konsistente Wellengleichung fiir
Teilchen beliebigen Spins ableiten. —

Die Wellenfunktion eines freien Teilchens vom
Spin 1/2, z.B. eines Elektrons, ist nach Dirac ein
vierkomponentiger Spinor, der die Gleichung

YKy () =my() (L.1)
erfillt. Die p# sind hierbei 4 X< 4-Matrizen, die auf
komplizierte Weise mit dem Spin des Teilchens zu-
sammenhéngen; sie sind untereinander durch die
Beziehungen

YRy Pyl =297 (1.2)
verkniipft. Die Dirac-Gleichung hat die bequeme
Eigenschaft, daf} sie die Ankopplung der elektro-
magnetischen Wechselwirkung auf sehr einfache
Weise gestattet, nimlich durch die eichinvariante
Ersetzung

K,—~K,—qA,). (1.3)
Die Gleichung

V4 (Ky — qAu(@)) p(a) = my(z) (1.4)
beschreibt die Wechselwirkung des Elektrons mit
dem elektromagnetischen Feld genau, sofern man
von Strahlungskorrekturen absieht. Besonders
frappiert dabei die im wesentlichen richtige Voraus-
sage des gyromagnetischen Verhéltnisses von dem
spinmagnetischen Moment zum Spin des Elek-
trons zu

MUs = Q/mley g == — leo, (1.5)

d.h., zum Doppelten des gyromagnetischen Ver-

héltnisses von dem bahnmagnetischen Moment
zum Bahndrehimpuls4,

UB = q[2mye.
Aus diesem Grunde wurde der Weg, den Dirac be-
schritten hatte, als theoretisch grundlegend ange-
sehen, und man nahm an, daf ein analoges Ve-

fahren auch fir Teilchen hoheren Spins zum Ziel
fuhren konne.

W. 0. ULRICI

Die Suche nach Gleichungen fiir freie Teilchen
hoheren Spins als eins, die bei minimaler Ankopp-
lung der elektromagnetischen Wechselwirkung ge-
méf Gl. (1.3) diese Teilchen im Feld auf konsistente
Weise beschreiben, blieb ohne Erfolg3. Tung fand
die folgende Erklirung dafiir: Die Wellenfunktion
eines freien Teilchens transformiert sich mit einer
Darstellung der Poincaré-Gruppe. Verlangt man,
daf sie sich auch noch unter Lorentztransforma-
tionen einfach, d.h. mit einer endlichen Dar-
stellung der homogenen, eigentlichen, orthochronen
Lorentz-Gruppe transformiert, und fordert man
weiter fiir die Wellenfunktion eines freien Teilchens
Invarianz unter Raumspiegelung, so findet man,
dafl man mit einer Darstellung zum Spin s auch
stets die zu ihr konjugierte braucht; fir die Wellen-
funktion eines freien Teilchens werden deshalb i.a.
mehr Komponenten benotigt als nur die (2s-+1),
die seinem Spin entsprechen. Die Beziehungen,
welche die Komponenten untereinander verkniipfen
— fiir Spin 1/2 bilden sie gerade die Dirac-Gleichung
(1.1)3:6 —, geben nun Anlaf} zu Gleichungen der
Art

(E2)ry =m>"y, (1.6)

welche Geisterlosungen mit komplexen Massen be-
sitzen, sobald n > 1 wird ; n =1 ist anscheinend nur
fir s <1 moglich?. Bei freien Teilchen eliminiert
man natiirlich die Geister durch die Bedingung

K2y =m2y. (1.7)

Fithrt man aber die elektromagnetische Wechsel-
wirkung gemifl Gl. (1.3) ein, so stellt jetzt diese
Nebenbedingung eine zusétzliche, nichttriviale
Gleichung, welche die Konsistenz des Gleichungs-
systems zerstort. Unter den Gleichungen, die ohne
Nebenbedingungen auskommen und daher die
Ankopplung des elektromagnetischen Feldes in
widerspruchsfreier Weise erlauben, sind die Klein-
Gordon-, die Dirac- und die Proca-Gleichung fiir die
Spins 0 bzw. 1/2 und 1.

Diese Uberlegung zeigt, daB der beschriebene
Weg fiir hoheren Spin nicht zum Ziele fiihren kann.
Daraus schlieBen wir, daf er eben nicht grundlegend
richtig ist, und wir fragen uns, welche der dort ge-
stellten Forderungen wir aufgeben kénnen.

Als erstes bemerken wir: Tung verlangt unbe-
wiesen, dall die Wellengleichung invariant sein
miisse gegeniiber den Transformationen, unter
welchen die zu beschreibenden Phénomene in-
variant sind, hier insbesondere gegeniiber Raum-
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spiegelung. Da aber die Wellenfunktion erst in
Verbindung mit einer Vorschrift, welche angibt,
wie die Erwartungswerte von Observablen zu
bilden sind, physikalische Bedeutung besitzt, kann
diese Forderung moglicherweise durch eine schwi-
chere ersetzt werden. In der Tat ist beispielsweise
in der Feynmanschen Formulierung der Dirac-
Gleichung (1.4)8:9,10 die Wellengleichung fiir das
Elektron im elektromagnetischen Feld

(K—qA)?2+29S(B+iE)]px)=m2p(x) (1.8a)

nicht gegeniiber Raumspiegelung invariant; sie
geht dabei iiber in

(K —qA)2+29S(B—iE)]y(x) =m?y(x) (1.8b)

(vgl. Abschnitt 4.5). Trotzdem sind die elektro-
magnetischen Effekte invariant gegeniiber Raum-
spiegelung!l. Das liegt daran, da die Matrix-
elemente fir die elektromagnetische Wechselwir-
kung in den beiden Zweierspinoren ¢ und y sym-
metrisch gebildet werdenl2. (Da jeder der beiden
Zweierspinoren sich aber als Funktion des anderen
ausdriicken 1a8t, ist die Theorie ihrem Wesen nach
zweikomponentig und nicht vierkomponentig.) Die
Wellengleichung braucht also durchaus nicht die
Invarianzen der physikalischen Phianomene wieder-
zugeben, nur von ihrer Interpretation verlangen
wir es.

Zweitens ist es nicht richtig, daB wie im Falle
spinloser Teilchen auch fir Teilchen mit Spin das
elektromagnetische Feld in erster Naherung in die
Wellengleichung nur auf dem Wege der minimalen
Kopplung gemafl Gl. (1.3) eingeht13,14, Schon das
Proton wird nicht mehr durch die Dirac-Gleichung
(1.4) beschrieben; man korrigiert sie nach Pauli
durch einen kovarianten Zusatzterm 1516,

Einen Hinweis auf einen Weg zu relativistischen
Gleichungen gibt uns die Bemerkung, dafl wir von
der Auswertung der Experimente her ja recht gut
die nichtrelativistischen Gleichungen fiir Teilchen
im elektromagnetischen Feld kennen. Im Falle des
Elektrons ist die Pauli-Gleichungl? eine gute
Néherung:

(B = gdp

Hy@) = [F5 5 +qa0— L sB

+ole SEX B p@;  (19)

mit geeigneten Faktoren vor den Spintermen sollte
eine Gleichung dieser Art auch fiir andere Teilchen
mit Spin gelten14. Nun éndert sich fiir das Teilchen
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nichts, wenn sich der Beobachter selbst mit hoher
Geschwindigkeit an ihm vorbeibewegt. Die Frage
ist nur, wie lautet jetzt, vom Beobachter aus ge-
sehen, seine Bewegungsgleichung ¢ Durch Lorentz-
Transformation sollte sie sich erschlieBen lassen.

Wir finden, daB der folgende im Prinzip einfache
Weg zum Ziele fithrt: Wir gehen aus von den Be-
wegungsgleichungen eines spinnenden Teilchens im
Ruhesystem. Sind sie bekannt, so konnen wir im
klassischen Sinne behaupten, die Bewegung des
Teilchens vollstéindig zu iibersehen : die Gleichungen
in einem bewegten System erhalt man einfach durch
Lorentz-Transformation. Nach dem Korrespondenz-
prinzip gilt dies auch in der Quantenmechanik fiir
die Mittelwerte der Observablen des Teilchens.

Um die Wellenphédnomene des Teilchens zu be-
schreiben, benotigen wir allerdings den Hamilton-
Operator, der die zeitliche Veranderung der Obser-
vablen selbst erzeugt. Als brauchbar beim Auf-
suchen des Hamilton-Operators wird sich allein die
Eigenzeitformulierung der Hamiltonschen Gleichun-
genl18:19 erweisen, welche die Verdnderung der
Observablen in der Eigenzeit des Teilchens mit dem
Kommutator mit dem Hamilton-Operator ver-
bindet.

Im néchsten Schritt werden wir die erhaltene
Gleichung auf Spinorform bringen und den Zu-
sammenhang mit der Dirac-Gleichung [in der
Feynmanschen Formulierung (1.8)] herstellen. Da-
bei bedienen wir uns der Darstellungstheorie der
Poincaré-Gruppe zu endlichen Massen.

Die Schwierigkeiten, auf die wir im Laufe der
Untersuchung stofen, umgehen wir, indem wir
konsequent die Naherung wahlen, in der sie nicht
mehr auftreten. Wir betrachten keine Strahlungs-
korrekturen, doch beschrinken wir uns ferner auch
auf homogene, hinreichend schwache Felder. Wir
machen diese Annahmen, um zumindest in erster
Naherung eine brauchbare Gleichung zu erhalten,
die wir auch begriinden kénnen.

Bei der Suche nach der Losung schétzen wir uns
gliicklich, zumindest fiir das Elektron eine in sehr
guter Naherung giltige relativistische Gleichung
zur Verfiugung zu haben, ndmlich die Dirac-
Gleichung in ihren verschiedenen Formen. An ihr
konnten wir uns orientieren und unsere Theorie
testen. Insbesondere niitzt uns die von Feynman
angegebene Formulierung, Gl. (1.8).

SchlieBlich erhalten wir als eleganteste Losung
unseres Problems eine Differentialgleichung zweiter
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Ordnung fiir einen (2s 4 1)-komponentigen Spinor.
Mit einer Vorschrift zur Bildung von Matrix-
elementen zusammen beschreibt sie das Verhalten
eines einfachen Teilchens im hinreichend schwa-
chen, homogenen elektromagnetischen Feld.

Unter einem einfachen Teilchen verstehen wir
eines, das durch die Werte fir Masse, Ladung, Spin
und spingyromagnetisches Verhiltnis ausreichend
charakterisiert wird. Einfach ist z. B. ein Li-Kern
in geniigend schwachen Feldern, d.h., solange wir
nicht auf die zusétzlichen Freiheitsgrade achten
miissen, die mit seiner Zusammensetzung aus
Nukleonen zu tun haben. Er hat die Masse m =
6.963687 mp, die Ladung ¢ = 3leo, den Spin s = 3/2
und das gyromagnetische Verhéltnis u = 3.256
leo/2myp, wobei mp, die Masse des Protons und leo die
Elementarladung bedeuten 20.

2. Ableitung des Hamilton-Operators
fiir ein relativistisches Teilchen

Um die Wellengleichung fiir ein relativistisch be-
wegtes Teilchen herzuleiten, schlagen wir den Weg
iiber die Bewegungsgleichungen ein. Sind sie im
Ruhesystem bekannt, so bekommt man ihre
relativistische Form auf eindeutige Weise durch
Lorentz-Transformation. Fiir sie ist dann der
Hamilton-Operator zu finden.

Fiir Teilchen mit Spin gibt es zwei Bewegungs-
gleichungen, eine fir die Schwerpunktsbeschleuni-
gung und eine fiir die Spinbewegung.

2.1. Schwierigkeiten bei der Beschleunigungs-
gleichung ; Definition der benutzten Ndiherung

Auf Schwierigkeiten stofen wir bei der Auf-
stellung der Beschleunigungsgleichung im Rubhe-
system fir ein Teilchen in inhomogenen Feldern.
Betrachten wir den Fall des Elektrons, fiir das der
nichtrelativistische Hamilton-Operator, der der
Pauli-Gleichung nédmlich, gut bekannt ist:

®1q40— 2 sB
=t g0 — L

+ 5oz S(KXE). (1)

Um den Operator der Beschleunigung zu be-
stimmen, brauchen wir zunéichst den des kinetischen
Impulses, der sich im Heisenberg-Bild ergibt zu

P:mX:im[H,X]:K—qA—F—;—n ExS.
(2.2)
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In der daraus abgeleitetenBeschleunigungsgleichung
P=i[H,P]+ P
—q(E+XxB)— L 3(5B)+ 51 -2(ExS)

m

£ 72,25 [—3-P(ExS) (2.3)

m

+ (PO(E X S)]+ 0(g?

tritt u = g/m linear einmal in Verbindung mit
0(SB) und zweitens mit 10y (E x S) auf, wenn wir
ins Ruhesystem gehen. Dieser letzte, zusitzliche
Term ist bisher nicht verstanden. Nach dem
Korrespondenzprinzip némlich sollte sich der
Mittelwert des Impulses in derselben Weise zeitlich
verdandern wie der Impuls des klassischen Gegen-
stiicks, hier also der Impuls irgendeines Kreisels
im Feld.

Versuchen wir deshalb, einen Kreisel genauer zu
begreifen, z. B. eine sich drehende Hantel, auf deren
Massen Ladungen sitzen. In der Beschleunigungs-
gleichung werden erwartungsgemall zeitlich ver-
inderliche Felder ins Spiel kommen, man hat mit
retardierten Kréften und daher relativistisch zu
rechnen. Das relativistische Zweikorperproblem ist
nicht allgemein gel6st. Es 1a8t sich naherungsweise
aber umgehen: Wir stellen uns die Hantel mit sehr
ungleich verteilten Massen vor, so dall wir im
wesentlichen nur die Bewegung der kleinen Masse
zu beriicksichtigen haben, um die Auswirkung der
Hanteldrehung auf die Schwerpunktsbewegung zu
studieren. Doch gelang es dem Verfasser nicht, auf
diese Weise eine zusétzliche zeitliche Ableitung von
E in der Beschleunigungsgleichung zu erkliren. Eine
nicht unwichtige Frage stellten dabei die Zwangs-
krifte, die eingefithrt werden mufiten, um im Aus-
druck fur das magnetische Moment einen kon-
stanten Drehimpuls zu garantieren, wie wir es von
dem Modell eines spinnenden Elektrons verlangen.
Auch hier miBlang dem Verfasser eine befriedigende
Antwort. Solange dieses Problem ungeldst bleibt,
wagen wir es nicht, ein spinnendes Teilchen im
inhomogenen Feld zu behandeln.

Wir beschrinken uns daher auf homogene Felder.
In der klassischen Beschleunigungsgleichung im
Ruhesystem,

x=(q/m)E, (2.4)

tritt der Spin dann nicht auf. Wir bemerken aber,
daB der Pauli-Hamilton-Operator (2.1) auch noch
weitere, in den Feldern nichtlineare Ausdriicke in
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der Beschleunigungsgleichung liefert, nimlich

(@*2m*)[(SB)E — (SE)B] +0(¢%).  (2.5)

Diese Terme verhalten sich zu dem fithrenden Aus-
druck (2.4) betragsmillig wie 7:1, wobei % der
GroBenordnung nach gleich

ne=-|qE|/m; i=1/m (2.6)

ist.  ist die Compton-Wellenlinge des betrachteten
Teilchens und m/| g E| die Strecke, auf der das elek-
trische Feld dem Teilchen eine kinetische Energie
vom Betrage seiner Ruheenergie erteilt. Zahlen-
beispiel : Fiir ein Elektron auf der niedrigsten Bohr-
schen Bahn im Wasserstoffatom ist n ~ o3 ~ 10-6.
Diese Terme wollen wir vernachlissigen. Damit
haben wir unsere Néherung definiert und auch ge-
sagt, was wir unter hinreichend schwachen Feldern
verstehen: fiir sie ist < 1.

2.2. Transformation der Gleichung fir die
Spinbewegung vom Ruhesystem auf ein bewegtes
System

Um den EinfluBl des Spins zu beriicksichtigen,
miissen wir die Gleichung fiir die Spinbewegung im
homogenen Feld untersuchen. Vom klassischen
Gegenstiick her kennen wir die einfache Gleichung
im Ruhesystem 21,

ds/dt =pusxB. (2.7

Diese Gleichung werden wir relativistisch trans-
formieren 22 und darauf den Hamilton-Operator auf-
suchen, aus dem sie hergeleitet werden kann. Dabei
verstehen wir, dafl dieser nur den Teil vom vollen
Hamilton-Operator darstellt, welcher die Spin-
bewegung beschreibt; mit dem anderen Teil, der
die Schwerpunktsbewegung liefert, ist er zum ge-
samten Hamilton-Operator zu vervollstindigen.

Den Spin im Ruhesystem betrachten wir als den
rdumlichen Anteil eines Polarisationsvierervektors
w, dessen nullte Komponente im Ruhesystem ver-
schwindet23:24.25. In einem beliebigen System ist
w gegeben durch

w=S8——5

. (sp)p+ = ;2( sp)p

(sp)p
=St mm+ 9

w® = wp[p® = sp/m.

(2.8)

Im Ruhesystem verschwindet zwar w9, aber nicht
seine zeitliche Ableitung; fir ein geladenes Teilchen
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im elektromagnetischen Feld ist sie
du? d ps s dp q
o W - m—m (2.8)

An dieser Stelle hat die Sonderrolle von ¢/m
innerhalb des gyromagnetischen Verhaltnisses ihren
Ursprung, und zwar als die des ,,normalen‘ gyro-
magnetischen Verhéltnisses eines geladenen Teil-
chens 27,

Indem wir die nachfolgende Gleichung im Ruhe-
system nachpriifen, bestdtigen wir, da die ko-

variante Form der Gln. (2.7) und (2.9) lautet:
dwt|dr = pu Fw w, — (1/m?)
— (g/m)] p* F** py w; . (2.10)

T ist die Eigenzeit des Teilchens, 7 = ¢p%/m. Die
erhaltene Gleichung schreiben wir fiir die folgenden
Uberlegungen bequemer hin, indem wir das nor-
male, d.h. an das Vorhandensein der Ladung ge-
bundene gyromagnetische Verhaltnis

tn 1= gq[m (2.11)

von dem anomalen, d.h. ohne von auBlen feststell-
bare Ladung vorhandenen,

Ma:=p— pn = pu — (g/m), (2.12)

trennen 29, Unter Auswertung der Gleichung fiir die

Bewegung einer Ladung im elektromagnetischen

Feld, d.i., der Gl. (2.4) in kovarianter Form,
dp#/dT = (q/m) F# p,, (2.13)

und der Gln. (2.8) bekommen wir aus Gl. (2.10)
schlieBlich

ds Exp
@ =mex (Bt h) (2.14)
° (pB)p E><P
oder auch
ds Exp
=B P 2% (B %7F) (2.15)
+#aFVS>< (poB ,(f+)p6+EXP)

2.3. Eigenzeitformulierung der Hamiltonschen
Gleichungen

Fir diese Bewegungsgleichung, als Gleichung fiir
Operatoren im Heisenberg-Bild aufgefalt, ist also
jetzt ein Hamilton-Operator zu finden. Ublicher-
weise wiirden wir ihn ansetzen, indem wir die
Gleichung

dS/dt = i [Ht, S] (2.16)
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und die Vertauschungsrelationen der Spinopera-
toren

[St,8k] =i ekl S!, kurz SxS=1¢S (2.17)
auswerten, als
m EXp
H= = pn g5 S (B4 5 50)
1 (pB
~ tta o (1P B — }rf’jrlif;- L Ex P)- (2.18)

Doch so selbstverstindlich ist GI. (2.16) im
relativistischen Falle nicht18:19, Der Parameter,
der fiir beliebige Bezugssysteme die Bewegung
eines Teilchens markiert, ist dessen Eigenzeit. Der
Hamilton-Operator in einem relativistisch ,ko-
varianten Hamilton-Formalismus (so die Be-
zeichnung bei Goldstein) wird daher das Abspulen
der kanonischen Transformationen in der Eigenzeit
des Teilchens erzeugen, d.h., man wird ihn so
wihlen, daB3 die Bewegungsgleichung eines Opera-
tors @ die Form annimmt:

d0jdr = i[HT, 0] + (30/d7). (2.19)

Den Hamilton-Operator eines freien Teilchens
setzen wir in diesem Geiste nicht an als

H, = /K2 + m? (2.20)
— welche Form mit der Vorschrift (2.16) die ge-

wohnte Beziehung zwischen kanonischem wund
kinetischem Impuls liefert —, sondern als

HY = — (1)2m) K, K#; (2.21)

mit dieser Form fallen bei Anwendung der Vor-
schrift (2.19) kanonischer und kinetischer Impuls
zusammen.

Als Skalaroperator hat Hj etwas mit einer
skalar invarianten Energie zu tun. Bei spinlosen
Teilchen ist sein Wert —m/2. Die Masse ist nun
die einzige Grofle, die mit einem Skalar von der
Dimension der Energie zusammenhingt; daher
sollte —m/2 fur alle einfachen Teilchen, auch
solche mit Spin, den Wert des Hamilton-Operators
angeben. Der Fall von mehreren miteinander
wechselwirkenden Teilchen bleibt noch zu unter-
suchen. Bei Teilchen in Feldern mag noch eine
skalar definierte Feldenergie hinzutreten; in der

dSYdr = i[H, 8Y = i[Ho, SY] + i fik[Si Sk, 81] = i[Ho, S!] + fik lim (Sm Sk + Sk Sm) .
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von uns betrachteten ,,Schwachfeldndherung‘‘ kon-
nen wir diese Korrektur jedoch vernachlassigen. —
Mit dem genannten Wert des Hamilton-Operators
erhalten wir fiir freie Teilchen die Klein-Gordon-
Gleichung in Operatorform.

Den Hamilton-Operator fiir ein spinloses Teilchen
im elektromagnetischen Feld bekommen wir durch
minimale Ankopplung des Feldes gemaf3 Gl. (1.3) zu

Hy = — (1/2m)(K — qA)2. (2.22)
Er liefert uns die Bewegungsgleichung (2.13)18.

2.4. Der Hamilton-Operator fir ein relativistisches
Teilchen

Indem wir die Kenntnis unseres SchluBergeb-
nisses vorwegnehmen, entscheiden wir uns fir die
Eigenzeitformulierung der Hamiltonschen Glei-
chungen ; nur mit dieser kénnen wir eine Gleichung
herleiten, welche die Dirac-Gleichung (in der
Feynmanschen Form (1.8)) als einen Spezialfall fir
Spin 1/2 enthélt. Wir erhalten den Hamilton-
Operator, der uns die Spinbewegungsgleichung
(2.14) liefert, eindeutig als

’ ExP
Hs=—/tn5(B+;n+po) (2.23)
Po P(PB) EXP)\
_”“S<mB_W(M+P’°i - m )

Die Eindeutigkeit des gewonnenen Hamilton-
Operators sehen wir so ein: Fiir hohere Spins als 1/2
kann man das Produkt zweier Spinmatrizen nicht
allgemein auf einen Ausdruck zuriickfiihren, in dem
die Spinmatrizen nur linear vorkommen. [Die
(254 1)-dimensionalen Spinmatrizen fir Spin s
haben hochstens eine Nebendiagonale ungleich
Null; bei der Multiplikation mit einer beliebigen
Spinmatrix wird die Anzahl der Nebendiagonalen
i.a. um eins vergroflert.] Nehmen wir nun an, dal
fur s >1/2

H = Hy - fikSi Sk, (2.24)

0.B.d.A. ist fi¥ ein symmetrischer Dreiertensor;
ein nichtsymmetrischer Anteil wiirde die Ab-
spaltung eines in den Spinmatrizen linearen Aus-
drucks ermdglichen. Dann folgt

(2.25)

Die Vertauschung mit S! liefert also wieder einen Ausdruck mit Produkten von Spinmatrizen, welcher
nicht auf einen linearen Ausdruck zu reduzieren ist. In dhnlicher Weise zeigt man dies fir skalare Poly-
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nome in den Spinmatrizen, deren Grad bei maximaler Reduzierung grofer als eins ist. Daraus folgt, daf3
H nur die Form H = QS + R haben kann, um die Bewegungsgleichung (2.14) zu liefern.
Den Spinteil des Hamilton-Operators setzen wir nun mit dem Teil, der die Schwerpunktsbewegung be-
schreibt, zum vollstdndigen Hamilton-Operator zusammen:
T T (K —qd)? ExP PO ExP
H=HP+H8=——"—%——"‘L¢”S(B+F|_W>—'[tas(—/m/‘* i—"m—>' (2.26)
Als erstes bemerken wir, dal HY der GroBenordnung nach um 7 kleiner ist als Hj. Zu den Impuls-
komponenten eines spinlosen Teilchens, S

Gu—_—Kﬂ_—qul,

P(PB)
~ m(m+ PY)

(2.27)

kommen also nur noch kleine Korrekturen. Ersetzen wir P# jeweils durch G#, so ergeben sich die Be-
wegungsgleichungen (2.13) und (2.14), von denen wir ausgegangen waren, auch jetzt noch, wenn wir die
Terme vernachlissigen, die gegeniiber den fithrenden um # kleiner sind, d.h., in unserer Néherung. Mit

[X#, K] = — igllr (2.28)
finden wir
Pumm g = iTH, X0 = Ko — q A0 + (4 o pin + ) ST W1 BE 5+ O (K — g 4n)),  (2.29)
B i, P+ = Lpwp, 40 (n 2 pur P,,) (2.30)
und
ds ExP PO PB)P ExP
S =S (Bt o) + S % (1 B— 2 e + EXF) 1 0tn(a + um) Sx B).  231)

Wir vermerken
Py=Go+O0(n-m),

2.5. Die Wellengleichung tm Impulsraum

Als Basis des Hilbert-Raums, in dem der Hamil-
ton-Operator (2.26) wirkt, wahlen wir zweck-
méiBigerweise die Eigenvektoren zu K und zur
Spinrichtung im mitbewegten System, deren Kom-
ponenten wir mit ¢ bezeichnen. Ein beliebiger
Vektor im Hilbert-Raum 148t sich dann entwickeln
gemal

|y =2 [d% | ko> <{ka|p). (2.33)

[G2+2qs(B+ f—jfgo—)—{—2yaS(G0B—

dabei ist
S(ko'l = (S)aa’<k0"] >

A(X,) ko|py=4A (— r&%) (ko). (2.38)

Die Terme, die ¢ A% im Nenner haben, konnen wir
in eine Reihe nach ¢ A%/(m + K0) entwickeln. Ist die
Ausdehnung des betrachteten Systems von der
GroBenordnung @, so ist die Variation von

(2.37)

P2 =G24 0(n-m2). (2.32)

Aus dieser Definition lesen wir die Orthogonalitéts-
relation

Cko|k'c"y =6(k — k') bgor (2.34)
ab. Das Skalarprodukt zweier Hilbert-Raumvekto-
ten ist

pley =2 [d*k<y|ko)<ko|g).  (2.35)

Die Wellengleichung eines spinnenden Teilchens

im homogenen elektromagnetischen Feld lautet
dann

GB)G

L»;LGO +E% G)J ko|py =m2kolp);  (236)

qA%/(m+ K% etwa 7-afi Sollte die Reihe auf-
grund der Ausdehnung des Systems nicht gut kon-
vergieren, so konnen wir 4% auch wegeichen durch
die Ersetzung

A - A + 0f,
A0 — A0 4 o0f (2.39)
mit einer Funktion
f@) = — [dr A0, =)+ f(x).  (2.40)
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An den Feldstarken und daher den physikalischen
Phénomenen dndert sich damit nichts.

Mit den Gln. (2.26) und (2.36) sind wir schon fast
fertig: Wir haben einen Hamilton-Operator und
konnen die zeitliche Verdnderung von Operatoren
bestimmen, wir besitzen die Gleichung, die uns den
Losungsraum liefert, wir haben ein Skalarprodukt
definiert und konnen Matrixelemente berechnen.
Geht man jedoch durch Fourier-Transformation in
den Konfigurationsraum tber, so findet man, daf3
die Integrationsvariablen dort einen viel zu groflen
Raum, die gesamte Raumzeit namlich, {iber-
streichen, um eine sinnvolle Definition des Skalar-
produkts zu erlauben. Nach der Bemerkung (2.32)
ist nun aber der Losungsraum der Wellengleichung
(2.36) angendhert gleich dem Losungsraum der
Gleichung

G2 ko| @) = m2ko|@).

Indem wir die Integration auf diesen einengen,
wird es uns moglich, ein Skalarprodukt auch im
Konfigurationsraum zu definieren.

Gl. (2.41) gilt exakt, wenn das Feld verschwindet,
fur freie Teilchen also. Der Losungsraum ist hier
der Raum zu einer Darstellung der Symmetrie-
gruppe des freien Teilchens, der Poincaré-Gruppe.
Diesen Raum wollen wir jetzt genau kennenlernen.
Dabei werden auch die Grundlagen fiir den Uber-
gang zur Dirac-Gleichung abfallen.

(2.41)

3. Darstellungen der Poincaré-Gruppe
zu positiver Masse

Wir stellen hier einige Ergebnisse aus der Theorie
der Darstellungen der Poincaré-Gruppe zu nicht-
verschwindender Masse, m > 0, zusammen. Dabei
stiitzen wir uns grofenteils auf die Arbeit von
Jooss.

3.1. Definition

Die Poincaré-Gruppe oder inhomogene Lorentz-
Gruppe, abgekiirzt iLg{, ist die Symmetriegruppe
eines freien Teilchens. Sie wird gebildet aus Trans-
formationen der Art

=A%+ ay, kurz

¥=Ax+a=(4,a)x,

(3.1)

mit 1'1‘;1‘ Aﬂg - 6;, det' /l == 1, AOO = 0.

Die Untergruppe, fir die @ = 0 ist, bezeichnet man
als homogene, eigentliche, orthochrone Lorentz-
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Gruppe oder kurz Lorentz-Gruppe Lg7{. Die
Gruppenverkniipfung ergibt sich durch Hinter-
einanderausfithren zweier Transformationen zu

(A,a)(A',a') = (AA";a + Aad’).  (3.2)

Die iLg7/ wird erzeugt von den infinitesimalen
Translationen in w-Richtung und den infinitesi-
malen Drehungen aus der u- in die y-Richtung in
der uv-Ebene,

@y = (1,6 Pp)ohay:= xy — & GJuo »
xo,z = (1+ 8]/41', 0)1;‘ Xp = To — 8(guaxv — Gva Ty)

= [0z — &(gua 07 — gra 03] @2 (3.3)

Eine unitire Darstellung der iLg{ ist eine
homomorphe Abbildung der iLg{' auf unitédre
Operatoren in einem Hilbert-Raum. Sie ordnet den

infinitesimalen Transformationen hermitesche Ope-
ratoren zu. Wir definieren die Darsteller

Py:=—iU(Py),
Tipt= ST ()« (3.4)

Aufgrund der Struktur der iLg{ geniigen sie den
Vertauschungsrelationen

[Pu, Py] =0
[Jur, Jool = — t(guoJvs + gvo S uo —
— JusJSve — gvoJ o)
[Juvs Pol = — i(guo Py — gvo Py) -

Bequemlichkeitshalber definieren wir noch die
Vektoroperatoren J und N,

(3.5)

Jig=:6RJl,  Jo= :Nt; (3.6)
ihre Kommutatoren sind
[Ji, Jk] = i ikl JU,  [Ji, NKk] = i gikl NU
[Ni, N¥] = — ¢ ikl JU, (3.7)

Quantenmechanisch als Observable interpretiert,
nehmen diese Operatoren die Bedeutung von
Energie PO, Impuls P, Drehimpuls J und Energie-
schwerpunkt IV an.

3.2. Die irreduziblen Darstellungen zu
endlicher Masse

In einer irreduziblen Darstellung sind nach dem
Lemma von Schur die Operatoren, die mit allen
andern vertauschen (in der Physik bezeichnet man
sie als die Invarianten), Vielfache der Eins. Man
kann mit Hilfe ihrer Eigenwerte die irreduziblen
Darstellungen klassifizieren.
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In der iLg{ sind invariant die Operatoren 33
P, Pt = m? W, Wet=s(s+1),

und

(3.8)

wobei

We.=[— (1/2m)] gnrec Pnga . (3.9)

Als Observable interpretiert, ist W der in Ab-
schnitt (2.2) eingefithrte Polarisationsvierervektor.
Invariant ist ferner das Vorzeichen der Eigenwerte
der nullten Komponente zeitartiger Vierervektoren,
z.B. p/| p°|. Uns interessieren physikalisch nur die
Zustdnde mit positiver Energie; wir beschrinken
uns deshalb auf den Fall

P >0.

3.3. Konstruktion der Darstellungen in einer
kanonischen Basis

Nach dem Vorbild von WicNER34 wollen wir
jetzt explizit die irreduziblen unitiren Darstellun-
gen der iLg/ zur Masse m und zum Spin s kon-
struieren. Als vollstindigen Satz miteinander
kommutierender Operatoren wihlen wir die vier
Komponenten von P und eine Komponente von W;
dieser Satz ist translationsinvariant. Die Basis be-
steht dann aus den uneigentlichen Eigenvektoren
der Py,

PuIPC>=Pu[PC>~ (3.10)

{ ist ein Entartungsparameter, der mit der Kom-
ponente von W zusammenhéngt. Wir definieren die
Schnellung L,, welche den =zeitartigen Vierer-
vektor p drehungsfrei auf Ruhe transformiert:

Lyp:=pr:= (m,0). (3.11)
Wegen der Darstellungsrelation
U AP, UA)= Ay Py (3.12)
und daher
P UL | prE
=U(L; )L, ) Py| prE) (3.13)

=pu ULy Y) | pRE

l1aBt sich eine Basis aus Eigenvektoren mit beliebi-
gem p durch eine im Ruhesystem ausdriicken,

|p0 = ULy ) |prE). (3.14)
Damit ist der Entartungsparameter fiir beliebige p

durch den fir pg festgelegt.

Die Basisvektoren |pr()> gehen unter Raum-
drehungen ineinander tiber,
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R)|prE> = |pr{HE|U(R) | (3.15)
=:|pr{") Dy (R);
dies folgt wieder aus der Darstellungsrelation,
PU(R)|prl> = U(R) RP|prl) =0. (3.16)

Eine beliebige Transformation der Lorentz-Gruppe
148t sich nun aus Schnellungen und Raumdrehun-
gen zusammensetzen,

A=L7} Rjulp: (3.17)
R, , ist die ,,Wigner-Drehung‘ 34
Ryp=1Lsy ALY, Ry,pr=pr. (3.18)
Die Basis transformiert sich also nach
U(A)|p0> =U(Lz,) U(R4p) U(Lyp) [P
= | 4p &) Dye(Ry ). (3.19)
Fir eine irreduzible Darstellung der Poincaré-

Gruppe mufl demnach auch die Darstellung der
Drehgruppe irreduzibel sein. Wir wihlen fir diese
eine kanonische Basis | o) in dem Raum, den die
Eigenvektoren der Drehimpulsoperatoren zum
Spin s aufspannen 35,

S2|o> =s(s+1)|0o),

83|o) =0o|0),
(;Slj:@S2 6> =Vs(s+1)—o(e£1)|o£1)),
"> = Bog - (3.20)

Das Skalarprodukt in der vollen Basis definieren
wir in Abschnitt 3.6.

Damit haben wir eine Darstellung der iLg7 zu
nichtverschwindender Masse explizit konstruiert,
und zwar in der kanonischen Basis. Die Bezeichnung
,,kanonisch‘‘ bezieht sich dabei auf das Transforma-
tionsverhalten der Spinkomponenten der Basis-
vektoren. Diese beschreiben Zustidnde des Teilchens
mit bestimmtem Impuls und bestimmter Spin-
richtung im mitbewegten Koordinatensystem.

Aus Anhang A.I entnehmen wir die Form der
infinitesimalen Erzeugenden der Lg7 in der kano-
nischen Basis:

Jm,|po'>=(£'uP,,— gvpu+yuv)|p0'>

mit Sk = ekl 81
1
y()k: M%?O(sz)k
und Zy|poy=1i |po); (3.21)

cp“
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die Differentiation geschieht unter der Neben-
bedingung p? = m2.

Die kanonische Basis hat den Nachteil, dal die
Spinkomponenten sich mit einer komplizierten,
vom Impuls abhéngigen Matrix transformieren und
Kovarianz nicht leicht erkennen lassen. Um
Kovarianz explizit zu demonstrieren, sind die sog.
Spinorbasen geeignet,

|pA}:=|po) Dgy(Lyp)

und

|pA} = |pod Diy(Ly) = | pod [D* (LyY)]oa;

(3.22)

D(A) und D(A) sind dabei endliche Darstellungen
der homogenen eigentlichen orthochronen Lorentz-
Gruppe.

3.4. Endliche Darstellungen der Lorentz-Gruppe

Eine wichtige Untergruppe der iLg ist die Lg{_Y .
Die infinitesimalen Erzeugenden sind hier die in-
finitesimalen Drehungen alleine, ohne die Trans-
lationen.

Man kann aus den Vektoren J, N, die mitein-
ander nach Gl. (3.7) vertauschen, die komplexen
Linearkombinationen

W:=3(J—iN), 2¥V:=%(J+iN) (3.23)
bilden ; deren Kommutatoren sind
[V, 1Vk] = { ikl 1P,
[2VE, 2Vk] =i gtkli2Pl,  [1VE, 2Vk]=0. (3.24)

Man sieht, daB3 die von 1V, 2V erzeugte Darstellung
im endlichen Falle isomorph ist zum direkten Pro-
dukt zweier Darstellungen der Drehgruppe. Ent-
sprechend Kklassifiziert man die endlichen Darstel-
lungen der Lg4 nach zwei Spinquantenzahlen s und
s', die jede die Werte 0, 1/2, 1, ... annehmen.

Die endlichen Darstellungen der Lg{_’ , d.h., der von
J, N erzeugten Gruppe, sind aber bis auf die triviale
nicht unitir. Das siecht man, wenn man bedenkt,
daB die vierdimensionale Drehgruppe isomorph zum
Produkt der dreidimensionalen Drehgruppe mit sich
selbst ist36, und weiter, dal durch den komplexen
Koordinatenwechsel 4 — 720, x — x die vierdimen-
sionalen orthogonalen Transformationen formal in
die Lorentz-Transformationen tbergehen. Ist also
die Darstellung der vierdimensionalen Drehgruppe
unitér, so ist es die entsprechende Darstellung der
Lorentz-Gruppe nicht, wenn man von der trivialen
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absieht. Die endlichen Darstellungen der Lorentz-
Gruppe sind nun aber gerade solche, die ein unitéres
Gegenstiick in den Darstellungen der vierdimen-
sionalen Drehgruppe besitzen.

3.5. Darstellung der Poincaré-Gruppe
in den Spinorbasen

Besonders ausgezeichnet sind fiir uns die Dar-
stellungen DGO = Ds und D(0s) = Ds der Lg7, und
zwar als die direkten Erweiterungen der irreduziblen
Darstellungen der Drehgruppe zum Spin s auf Dar-
stellungen der Lorentz-Gruppe. Man bezeichnet die
GroBen, die sich mit diesen Darstellungen trans-
formieren, als Spinoren und konjugierte Spinoren,
beziehungsweise. Innerhalb des Darstellungsraumes
der Lg{_’ ist im Falle (so)

J|A}=S|4}, N|A}=iS|4)} (3.25)
und im Falle (os)
J|4}=S|4}, N|A}=—iS|4}. (3.26)

An den infinitesimalen Transformationen weist man
leicht nach, daf3

Ds(A) = Ds*(AY) (3.27)

ist:

Ds(1+ €1 J+ e N)=1—i(e1 JO + e NO9)

=1—1€;8S — €S (3.28)
=Ds*(1 —e1J— € N).
Fir Raumdrehungen ist
DGY(R) = Ds(R) = Ds*(R-1) = D09 (R) (3.29)

wegen der Unitaritdt der Drehmatrizen.

Die in Gl. (3.22) definierten Spinorbasen trans-
formieren sich wunter Lorentz-Transformationen
nach

U(A)|p} = U(A)|p) D3 (Ly)
= | Ap> D3(R 4,,) D*(Lyp)

= | Apy Ds(L 4, AL;1Ly) (3. 30)
— | Ap> D*(L4) D*(A) = | Ap} Do (4
d.i. ausgeschrieben
U(A)|pA}=|ApA’} Dy (4)
und U(A)|pA} =|ApA'} Dy y(A).  (3.31)

Die Erzeugenden der infinitesimalen Drehungen ha-
ben deshalb in den Spinorbasen die Form

Ju|pA} = (Eu Py — Ey Py +2uv)|PA}
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bzw.
J,”]pA'} = (EMPV'_ ..é",,P,, + 2‘7/11')[1“4};
dabei ist
=2 =kl S,
und
EulpA}=i- apu IpA},_”[pA}

(3.32)
Sog=—Zos =148 (3.33)

(3. 34)

beide Differentiationen geschehen unter der Neben-
bedingung p2 =m?2. Wir weisen darauf hin, da$}, wie
in der Schreibweise angedeutet, 70/0p# in den ver-
schiedenen Basen voneinander verschiedene Opera-
toren darstellt, je nachdem die Komponenten der
Spinrichtung im mitbewegten System, die des Spi-
nors oder die des konjugierten Spinors festgehalten
werden. Aus Gl. (3.22) folgt beispielsweise

i"ai—u |pA} = i-g% |po> - Diy(Lyp)
+|p0) i, DoalLy) (3.35)
oder
Eu=%+DS(L;1)-ia—Z;Ds(L,,). (3.36)

3.6. Definition des Skalarprodukts

Die kanonische Basis spannt den Darstellungs-
raum der Poincaré-Gruppe zu endlicher Masse m,
Spin s und positiver Energie p0 auf. Ein beliebiger
Vektor des Hilbert-Raums eines freien Teilchens
mit Masse m und Spin s laBt sich nach ihr ent-
wickeln gemilB der Definition

lg> =2 [d*p|po)<op| > d(p% — m?)0(p).
’ (3.37)

Die beiden letzten Faktoren im Integranden engen
die Integration auf die Werte von p ein, fiir die die
Basis definiert ist. Dabei ist 6 (p%) die Sprungfunk-
tion

6(p%) = (1 + p%|2°|); (3.38)
sie beschriankt den Ausdruck
B(p? — m?) = 55 [3(p0 — Yp¥ F %)
+ 6(p° + Y/p? + m?)] (3.39)

auf den ersten Term der rechten Seite. Wir inte-
grieren iiber p° und erhalten

=3 [ s lpo<paley,  (340)
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wobei sich p0 als p® = |/p? + m?2 versteht. Daraus
lesen wir die Orthogonalitdtsrelation fir die Basis-
vektoren ab,

{po|p'a> =2p"8(p — p')0ssr, (3.41)

und den Projektor auf den Darstellungsraum,
=2 [(@p[2p%)|po)<ps|.  (3.42)
3.7. Beziehungen zwischen den verschiedenen Basen.
Orthogonalititsrelationen. Projektor

Zu den Spinorbras gelangen wir mit der Be-
ziehung

{po|p'A} = (po|p'c’> Dy 4 (Lyp)

=2p°0(p — p') Dsa(Lyp), (3.43)
die aus Gl. (3.22) folgt. Dann ist
{r'd|po) = po|p'4})*
=2p%(p —p) [‘ps*(LIJ)]Ao (3.44)
=2p%(p — p') Do (L, Y).
Wir lesen ab:
{p4| = Ly Y)<po| (3.45)
und analog
{pA| = Df,“(Lp—l)(po[ " (3.46)

Die Beziehungen zwischen den verschiedenen Basen
stellen wir zusammen:

|pod = | pA} Dy (L;Y) = | pA} DY, (LY,

|pA} = |po> D3y (Ly) =|pB}Tyy (p/m),
|pd} = |po> Diy(Ly) =|pB}Ty; (p/m),
(po| =Dy (Ly) {pA| = Di(Ly) {pA|, (347)
{pA| = Diy,(L; Y<po| =IT53 (p/m){pB|,
{pA| = D'y(Ly Y<po| = (p/m){pB|.
Dabei haben wir definiert
ITs (p|m) := D3 (L;*) D5 (Ly)
= Ds(L;1) Ds* (L 1). (3.48)

Die Eigenschaften der I/s-Matrizen und ihre Be-
rechnung sind in Anhang A.II. angegeben. Sie bilden
die Grundlage eines Spinorkalkiils, der hohere Spins
auf gleiche Art zu behandeln gestattet wie den
Spin 1/237, Fiir diesen Fall ist

II2(p)=p® —2pS. (3.49)
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Die Orthogonalitéatsrelationen zwischen den ver-
schiedenen Basisvektoren lauten

(po|p'a’y =2p°0(p — P')doo’»

{pA|p A} =2p26(p — p) T (p/m),

{pA|p'A'} =2p°8(p — p) i (p/m),  (3.50)
{pA|p A’} = {pA|P'A'} = 20°0(p — P') duu-

Die reinen Spinorbasen sind nicht orthogonal. Das
liegt an der Nichtunitaritdt der endlichen Darstel-
lungen der Lorentz-Gruppe, die es nicht erlaubt,
innerhalb des irreduziblen Darstellungsraumes (der
Lg7) Skalare zu bilden. Wohl aber kann man dies
innerhalb eines reduziblen Raumes einer gemischten
Darstellung, und zwar, wenn sie sich aus zueinander
konjugierten Darstellungen zusammensetzt, z.B.
aus Spinor- und konjugierter Spinordarstellung.

Der Projektor auf den Darstellungsraum der Poin-
caré-Gruppe nimmt in den verschiedenen Basen die
Form an:

Piu=> [ 55199 o]
—Zf o |[pAYT 4 (%) (p4'|
—Z fzpo IPA}U;AI(—%) ipd| (351
—Zf o |p4} {p4|
_Zf2po |p4}{p4|.

3.8. Wellenfunktionen im Impulsraum

Ein beliebiger Vektor des Hilbert-Raumes eines
freien Teilchens ist nach den verschiedenen Basen
gemal

| 9> = Pl @ (3.52)

zu entwickeln. Das Verhalten der Amplituden
poled,  {pA|g> uwnd {pA|g>
unter Lorentz-Transformationen findet man zu
A)<po|g):=<pa|U(A)p)
= DR 4, 4-1p) <A1 p, | @),
A) {pA|g) = Dip(D){A1pBlg), (3.53)
A){pA|g> = Diup(A){A1pB|g>;

die infinitesimalen Erzeugenden der Lorentz-Gruppe
wirken deshalb gemal3
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Juwlpa| gy = <po|Juwe)

=(ZuPy— Ly Pu+ Sw){pa|g),
Jw'{pAI?’> = (Equ“Equ ‘|‘2m') {PA]<P>:
Juw{pAd| 9> = (Eu Py — Ey Pu+ Zw) {p4| ),
(3.54)
wobei
Sulpo| = (Fw)oo{pa’| usw., (3.55)
und
‘Q‘Il<p0'[ = Cp“ <p0'ls'—'ll{pAl_ (jpui{p‘zl )
Eu{pA|=—i ap” { (3.56)

die Differentiationen geschehen unter der Neben-
bedingung p2? = m2. Das Verhalten unter Trans-
lationen ist trivial. Damit ist eine Darstellung der
Poincaré-Gruppe im Raum der kanonischen Wellen-
funktionen {po|@) bzw. der Spinorwellenfunk-
tionen {pA4|¢), {.pA|(p> (die Attribute beziehen
sich auf das Transformationsverhalten der Spin-
komponenten) auf dem Impulshyperboloid gegeben.
Sie ist mit dem Skalarprodukt

lp|w) =<p|Pts| v (3.57)

unitdr und zur urspriinglichen Darstellung dqui-
valent.

Das Matrixelement eines beliebigen Operators
innerhalb des Hilbert-Raumes ist

plOly) =<p| PO Pmlv>,  (3.58)
woraus mit Gl. (3.51) die je nach den verwandten
Amplituden brauchbaren Relationen abzulesen sind.

3.9. Wellenfunktionen vm Konfigurationsraum

Bisher haben wir alle Uberlegungen in der Basis
der (uneigentlichen) Eigenvektoren zum Impuls-
operator angestellt. Durch Fourier-Transformation
gehen wir jetzt auf eine Basis im Konfigurations-
raum iber.

Wir definieren die ket-Basen wie iiblich

1 ds .
|20 = g | ‘2. | PO exp(ipa),
1 d3 . -
|xd}:= (27)3/2 ?p% |pA}exp(ipa), (3.59)
1
|xA} (2n)23 21,0 |pA}exp ip).
Daraus ergeben sich die bra-Basen zu
1 d3 .
(xo| = (2n)32 _/ "27,1(’; exp(—ipa){po| usw.;
(3.60)
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die Orthogonalititsrelationen sind
@A|xAy = {zd|2’A"} = {zd|2’'A"}
044’ [ d3p : /

= 7(24;)3/??07 exp{—ip(x—a')}

=:11044- A (x — @) (3.61)
Fiir die Eigenschaften der Funktion A+(x) ver-
weisen wir auf das Buch von SCHWEBER38, § 7c. Sie
tritt an die Stelle der Diracschen Deltafunktion, die

wir ohne die Einengung der Basis auf die Masse m
und positive Frequenzen erwarten.

Die Basen im Konfigurationsraum transformieren
sich gemaf

1 d3p
Ud)|xo) = (2T)3/2/>2vp(7
X ] AP: GI>DZ'G(RA,p) eXP(lpx) )
1 d3p
U(A)<zo| = '(2,1)3/’2/%6
X exp(_ pr) wa'(RA,A‘lp) <A_1p, UII s
U(A)|xAd} =| Az, A} D4 (A), (3.62)
U(A){zA| = D’ 4 (A) {A 12, 4|,
U(A)|xA} = | Az, A’} Dy (A),
U(A){zd| = D% 4 (A) {A 1z, 4"|.

Die kanonische Basis verhalt sich unter Transforma-
tionen nicht einfach. Das ist ein Grund dafiir, warum
Spinorbasen im Konfigurationsraum bevorzugt wer-
den: ihnen sieht man Kovarianz sofort an.
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Der Impulsoperator wirkt auf die Basis im Kon-
figurationsraum nach
Py|ro) = —id,|x0),
PylzA} = —id,|xA},
PulzA} = —id,|zA},
Py lxo| =i0ux 0|,
Py{xA| =10,{zA4],
PuzA| =id,{zd].
Die Basen sind untereinander verkniipft entspre-
chend den Gln. (3.47), nur ist in den Transforma-

tionsmatrizen p durch einen der Ausdriicke (3.63)
zu ersetzen, z.B.

{zd| =IT4p(i2/m) = B,
|e4} = % (—id/m)|xB}.  (3.64)

Der Projektor auf den Raum der Darstellung der
Poincaré-Gruppe zur Masse m, zum Spin s und zu
positiver Energie ist

Phy=> [Bx(Po|xo) - {xo| + |20) - (xa|Po)
=:zfd3x(_iao|xa> (xo| + |zod
X i 30z o)
—=:> [d3x|z0) - iGodao]
=zufd3x]xA}i30{xA]
=§fd3x|xA}'i50{xA|
=§j x| @ A}i Qo IT% 4 (i Ofm) {z 4| .

(3.63)

(3.65)

Diese Gleichung weisen wir als richtig nach, indem wir sie auf die Form (3.51) zuriickfiihren:

> [dBx(Po|zo)y-<(xa|+ |xo)-<{xa| Po
d3p d3p’

= *('g},;)g Z [@x 5 55 o (Po|poy exp(i(p — p)2){p'c| + | po) exp(i(p — p')x) (p'o| Po) (3.66)

ds

3 ’
=2 gﬁ%(ﬁolpwﬂp—p’)@’al +|pa>d(p — p')<p'o| po) =ZI27§|M><UPI =Pps

Die Wellenfunktionen im Konfigurationsraum definieren wir als die Amplituden <z |¢), {x4|¢) bzw.
{zA4| ). Skalarprodukte und Matrixelemente bildet man gemaB Gl. (3.57) und Gl. (3.58) mit Hilfe des

Projektors (3.65).
4. Die Wellengleichung

fiir relativistische Teilchen mit Spin

Als Wellengleichung fur ein relativistisches Teil-
chen mit Spin hatten wir gefunden:

——
+ 2Iuas<GOB _ ,;f%% +Ex G)] (2.36)

X <ko|g) =m2 {ko| )
mit G = K — qA.
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Aus einer Abschitzung der GroBenordnung der
auftretenden Terme wissen wir, dafl die Losungen
dieser Gleichung nahe bei den Losungen der Glei-
chung

G ko| @) =m2lko|p)

liegen ; die Wechselwirkung des Spins mit dem Feld
verursacht nur eine um die GréBenordnung % klei-
nere Stérung. Mit der notigen Vorsicht konnen wir
daher, indem wir G durch P ersetzen, den im vorigen
Abschnitt entwickelten Apparat der Darstellungs-
theorie der Poincaré-Gruppe anwenden.

(2.41)

4.1. Die Form der Wellengleichung
tn den Spinorbasen

In GI. (2.36) wird das Teilchen beschrieben durch
den Impuls und durch die Spinrichtung im mit-
bewegten System. Die Wellenfunktionen sind, dem
Transformationsverhalten der Spinkomponenten
nach, kanonisch. Es liegt nahe, mit Hilfe der Be-
ziehungen (3.47) zwischen der kanonischen Basis
und den Spinorbasen zu Gleichungen fiir Spinor-
wellenfunktionen iiberzugehen. Die Spinorkompo-
nenten transformieren sich unter Lorentz-Trans-
formationen einfach, die des Spins im mitbewegten
System dagegen mit einer vom kinetischen Impuls
abhéngigen Matrix. Wir erwarten deshalb, daf die
Terme der Spin-Feld-Wechselwirkung dort eine ein-
fachere Form annehmen als in der kanonischen
Basis.

Zuerst behandeln wir den Fall neutraler Teilchen,
die ja nur das anomale Moment besitzen, dann den
Fall geladener Teilchen mit normalem Moment
alleine. Der allgemeine Fall geladener Teilchen mit
sowohl normalem als auch anomalem Moment 143t
sich daraus leicht zusammensetzen.
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a) Neutrales Teilchen mit anomalem
Moment

Die Wellengleichung (2.36) vereinfacht sich zu

K2+ 2005 (K08 — LB 1 B K)| Chol >

=m2{ko|p). (4.1)

Wir erinnern uns nun, dafl es eine Niherung war,
in den Spintermen K anstatt P zu setzen. Fiir den
Augenblick machen wir sie wieder riickgingig und
finden, dafl man den Spinterm mit den Erzeugenden
der Poincaré-Gruppe ausdriicken kann als

PB)P
2,;,,5(1)03 — [;(;;g;)po* L Ex P) ko] g
= lig e¥e0 Py Wy Foslkc|p); (4.2)

dabei ist W der in Gl. (3.9) definierte Operator des
Polarisationsvierervektors,

Wit = — ”2% ghreo PVJQO' . (3'9)
Die Gleichung
(K2 + pq e#e% PyWy Foo) ko | @)
=m2{ko|p) (4.3)

koénnen wir unverindert von der kanonischen Basis
in die Spinorbasen iibernehmen: K vertauscht mit
P = P(K) [vgl. Gl. (2.29)], also

D (L;Y) K2D#(Ly) = K2 = De(L; %) K2Ds(Ly),
(4.4)
und der Spinterm ist basisinvariant, ndmlich mit den

Erzeugenden der Poincaré-Gruppe, geschrieben. So-
mit gelten die Gleichungen

(K2 + g 64709 P, Wy Fog) {k A | ) = m2{k A | g,

(K2 4 uq &m0 Py Wy Fog) {kA | @) = m2{k 4| ).

(4.5)

Natiirlich nimmt Jy, in den Spinorbasen eine andere Form an als in der kanonischen; ausgeschrieben

lauten die Gln. (4.5) daher

[K2 + 2(a/m)S(—i EK2 — BE® + i (B x K) K° + (E x K) K° + i K(EK) + K(BK))]
X {kd|p) =m2{kA|p),

[K2 + 2(uq/m)S(iEK2 — BK% — i (B x K) K + (E x K) K9 — i K(EK) + K(BK))]

(4.6)

X {kA| @) =m2{kA|g).

Dabei haben wir im Rahmen unserer Naherung wieder P durch K ersetzt.
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b) Geladenes Teilchen mit normalem Moment

Die Wellengleichung in der kanonischen Basis lautet

62+ 245 (B + XG0 )] <ol g> = m2ckol .

4.7)

Auch hier machen wir fiir den Augenblick die Néherung, in den Spintermen P durch G zu ersetzen, riick-

gingig:

Mo |y = [Gz—l— 2qS(B+

m)} Cko|py =m2ka|g).

ExP (4.8)

Wir suchen die entsprechenden Gleichungen in den Spinorbasen,

M{kA|py =m2{kA|gy> und M{kA|g)=m2{kA4|p).

(4.9)

Anders als im neutralen Fall lassen sich jetzt die Spinterme nicht mit den Erzeugenden der Poincaré-
Gruppe ausdriicken. Das liegt daran, dafl die Komponenten von G gemif

[Gh, ("] = — iq Fw; [G2,G?] = — 2iqG, F»

vertauschen ; der Kommutator ist um # kleiner als
die Produkte, deren Differenz zu bilden ist. Weil
nun (vgl. Anhang A.IT)

D LzY) =Di(Lgh + A%, AL =0(n), (411)

ist der Kommutator von G2 mit D(Lp!) von der
Ordnung 7 - m2, d.h. von derselben Ordnung wie
die Spinterme; zu ihnen tritt er beim Ubergang in
die Spinorbasen hinzu,

Ds(L3!)G2Ds(Lp) = G2 + O(ym2).  (4.12)

Also kann man nicht die Spinterme mit den Er-
zeugenden der Poincaré-Gruppe schreiben, denn
eine solche Form lieBe sich ungeéndert von einer
Basis in eine andere iibertragen.

Der Wechsel auf eine andere Basis ist wegen der
Kompliziertheit der Spinalgebren i.a. sehr mithsam.
Eine bestechend einfache Ausnahme macht der
Ubergang im Ruhesystem des Teilchens; dort wird
die Ubergangsmatrix gleich der Einheitsmatrix.
Bringen wir nun die neue Gleichung auf kovariante,
d.i., gegeniiber Lorentz-Transformationen invarian-
te Form, so kennen wir sie bereits in jedem Bezugs-
system; der Basiswechsel ist fiir beliebige Bezugs-
systeme geleistet, wenn er fiir ein besonderes, hier

(4.10)

Nach den Gln. (3.47), (4.7) und (4.9) ist nun

Ds(LpY) M ko|gy = Ds(Lptym2ko|py = m2{kA| @) = M{kA|py = MDs(LpY)<ko| ).

Wir miissen daher die Operatorgleichung

Ds(Lyt) M = MDs(L5Y)

auswerten. Aus Gl. (4.12) ersehen wir, da@

M=G+1T

das Ruhesystem des Teilchens, durchgefiihrt wurde.
Im Ruhesystem ist

Plg)=0, P°lg)=m|g)

fiir den Zustandsvektor des betrachteten Teilchens,
also insbesondere [vgl. Gl. (2.29)] in der kanonischen
Basis

Pko|py =[G + O(m)l<ko|gy =0,  (4.14)
PO ko| ) =[G°+ O(nm)Kko| ) =mlko|p)
fiir die Losungen der Gl. (4.8).

Ins Ruhesystem konnen wir erst gehen, nachdem
wir die Kommutatoren gebildet haben. Aus An-

hang A.IT entnehmen wir die Form von Ds(Lz?)
fir kleine Geschwindigkeiten,

(4.13)

0
DLzt =1 —S—:+PiPkTik+0(P = "‘)
(4.15)

Der Kommutator von P¢ P¥ mit einer Funktion von
@ ist ein Paar von Produkten mit P¢ bzw. Pk,
welches beim Ubergang in das Ruhesystem ver-
schwindet. Zu beriicksichtigen bleibt also nur

DS(L;1)=1—%+---. (4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)
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ist mit einem Ausdruck /" von der GréBenordnung 7; Gl. (4.18) lautet dann

(1 _ 5P ) (G2 i 2qs(B + ;nEJFl%,)) =@+ 1) (1 ~ 2 ) (4.20)
oder [GZ, S;} +2¢SB=T, (4.21)

wobei wir Terme unterdriickten, welche in der Grenze P — O verschwinden oder welche von der Ord-
nung %2m?2 klein sind. Der Kommutator ist

SP 1 20q o o prss
[Gz, = ] — 181626 + 0(ym)] = — 2L 51g, i 1 O(y2m)
2iq , L 1 e ee—

= — T gigopor + Z L giGE Fri 4 0 (2 m?) (4.22)

= 2"%4 Si PO Foi | 2;24 Si Pk Fki 4 0 (y2m?).

Beim Ubergang ins Ruhesystem erhalten wir in der Ordnung 7m?:

I'=2¢qSB+2iqSE. (4.23)

Dieser Ausdruck wirkt auf die Spinorwellenfunktion wie die kovariante Form
I{kA|gy =2¢S(B+iE){kAd|g) = — ¢Zuw Frr{kA|p> (4.24)

[vel. Gl. (3.54) mit Xy, aus Gl. (3.33)]. Damit erhalten wir als Wellengleichung fiir ein geladenes Teilchen
mit normalem magnetischem Moment in der Spinorbasis

(G2 — g Fur) {k A | ¢> = (G2 +2¢ S(B + i E)) (kA | p> = m2{k A | > (4.25)
Analog finden wir die Wellengleichung in der dazu konjugierten Spinorbasis
(G2 — qZ’,,,,Fﬂ") {kA|p)=(G2+2qS(B—iE)){kA|p) =m2{kA|gp). (4.26)

In dem Gleichungspaar (4.25), (4.26) erkennen wir fir den Fall des Spins 1/2 die Dirac-Gleichung in der
Feynmanschen Form (1.8) wieder; den Ubergang vom Impulsraum in den Konfigurationsraum leistet eine
Fourier-Transformation. Damit haben wir die Briicke zur gewohnten Beschreibung des Elektrons im Falle
homogener Felder geschlagen.

Wir erwéhnen, daBl sich auch Gl. (4.8) in einer analogen Form zu den Gln. (4.25), (4.26) schreiben 148t :

(@2 — g S Fm) ko gy = (62 + 248 (B + 2550 )| kol =m2cholgy.  @21)
Diese form.ale Verwandtsc.haft der Glei(':hungen in o ogu— _ Y e Py S o,
den verschiedenen Basen ist sehr naheliegend und 2m
suggestiv, mull aber im einzelnen nachgewiesen Yi—= — 91 emes Py Yo, (4.29)
werden. ] Hlm )
Die oben benutzte Methode, von einer Basis in Y= — — ewv00 P, Yo

eine andere im Ruhesystem iiberzugehen und die
Wellengleichung daraufhin kovariant zu formulie-
ren, ist auch im Falle neutraler Teilchen anwendbar.
Dort liefert sie die Gleichungen
(K% + g e#7eo Py J?/PFMK’CO'] »>
=m2{ko|g),
(K2 + pg en7¢9 P, Y, Fog) {k A | 0>
= m2 {kA o>,
(K2 + pa e#729 Py YVFQG) {k4|p>
=m?{kd|g)

(4.28)

2m

Diese Gleichungen sind zu den Gln. (4.3), (4.5) dqui-
valent.

¢) Geladenes Teilchen mit beliebigem
Moment

Dieser Fall laf3t sich aus den beiden vorangehen-
den zusammensetzen: Beim Ubergang im Rubhe-
system von einer Basis zur andern wird der Kom-
mutator der Ubergangsmatrix mit G2 bereits von
den Termen, die das normale magnetische Moment
beschreiben, absorbiert; es bleibt also nur die Sum-
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me der unter a), b) erhaltenen Spinterme zu bilden.
Wir sehen dies auch auf andere Weise: Die Opera-
toren in Gl. (2.36) zerfallen in einen Teil

G2 — q Ly F1v, (4.30)

der sich beim Ubergang in
G2 —qX,, Fvv bzw. G2 — qZ‘,,,,FW (4.31)

transformiert, und einen basisunabhéngig geschrie-
benen Teil

Ha €20 Py Wy Fog . (4.32)

So lautet die Wellengleichung in den verschiedenen
Basen

(G2 — q L uFH 4 g etv20 PyUy Fog — m?)

x (ko|gy =0,
(G2 — g2y F + pg etv20 Py Yy Fog — m?2)

x {kd|gy =0, (4.33)
(G2 — qi‘,,,,Fl“' + pa e#90 Py Fog — m2)

X {kd|g)=0.

Bei Rechnungen kann in den Gleichungen G anstatt
P gesetzt werden. Die Spinorgleichungen sind wie
erwartet einfacher zu behandeln als die Gleichung
in der kanonischen Basis: es tauchen keine Opera-
toren mehr im Nenner auf. Eine besonders einfache
Form nimmt der Term fiir das normale magnetische
Moment an.

Die Ubergangsmatrizen éndern sich blo um von
der Ordnung 7 kleine Groflen, wenn wir P durch ¢
ersetzen (s. Anhang A.II). In dieser Ndherung gelten
also die Beziehungen (3.47) fiir Losungen der Wel-
lengleichung. Trotz der Differenz zu den Matrizen
in P kénnen wir auch mit den Matrizen in G' den
Ubergang auf eine andere Form der Wellengleichung
vollziehen: Nach Gl. (4.18) z.B. ist

(Ds(Lgh) + A1) (G2 — q S F)
= (6% — qZu Fr) (D3 (Lg') + AL) (4.34)
oder bis auf Terme hoherer Ordnung als ym?2:
[Ds(LgY), G2] — Ds(Lgt)q Sy Frv
+qZuwFwDs(Lgt)=0. (4.35)

Die Differenz A% fallt aus dieser Gleichung heraus.
Mit der nétigen Absicherung laBt sich diese Glei-
chung auch auf den Ubergang im Ruhesystem an-
wenden ; in der Tat sind wir im wesentlichen auch
SO vorgegangen.

Zum SchluB} dieses Paragraphen bemerken wir
noch, daB nicht nur, wie wir schon bei der Betrach-
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tung der Darstellungen der Poincaré-Gruppe sahen,
—10/0K von Basis zu Basis verschiedene Opera-
toren darstellt, je nachdem die Komponenten der
Spinrichtung im mitbewegten System oder die Kom-
ponenten eines der Spinoren festgehalten werden,
sondern daf} auch K in jeder Basis auf andere Weise
wirkt, weil es nicht mit den Ubergangsmatrizen ver-
tauscht. Diese Unterschiede werden in Gl. (4.35)
automatisch beriicksichtigt, wenn der Kommutator
von G2 mit der Ubergangsmatrix berechnet wird.
Um der Ubersichtlichkeit der Gleichungen willen
und weil MiBverstandnisse nicht aufkommen kon-
nen, haben wir die Bezeichnungen nicht streng aus-
einandergehalten.

4.2. Die Wellengleichung im Konfigurationsraum

In den Konfigurationsraum gehen wir durch
Fourier-Transformation,

1 .
{eo| = (2n)3/2/d4kexp(—zkx)<k6|,

. 1 . .
fxd]| :W/d‘*kexp(—zkx){kA[, (4.36)

1 ;
{.’EA] = (’2’7[)372’/(14]66)(1)(—2]0.75) {]CA l .
Die Operatoren K, — ¢ 0/0K nehmen hier die Form
an:
K (xo| =104z 0|,
Ky{zd| =i, {x4],
Ky{zA|=1i0,{z4|,
s ©
—1 3K o| = Xylzxo| =zuzo|, (4.37)

. a . @ e
— i 3% {zd| =X {zd| =a,{xAd]|,

{zA| =X {z4

_iala{; =zgz{ed)].

Auch hier machen wir darauf aufmerksam, dafl X
und ¢ 0 von Basis zu Basis verschiedene Operatoren
darstellen. Die Beziehungen (3.47) zwischen den ver-
schiedenen Basen bleiben bestehen, wenn man in
den Ubergangsmatrizen P durch G ersetzt und K
wie angegeben interpretiert. Die Wellengleichung
(4.33) schreibt sich im Konfigurationsraum in tri-
vialer Weise entsprechend.

4.3. Definition des Skalarprodukts

In Abschnitt 2.5 hatten wir als Skalarprodukt fiir
die kanonischen Wellenfunktionen im Impulsraum
den Ausdruck

ypley =2 [d%(yp|kod<kalg) (2.35)
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definiert. Durch Ubergang auf die Spinorbasen ge-
méfb Gl. (3.47) erhalten wir entsprechend das Skalar-
produkt fiir die Spinorwellenfunktionen im Impuls-
raum

<plod =2 [ty kAT, 4 @lm) (4] 9>
=§J"d4k<wl’cA}{kAlw>
=§fd4k<w[kA}{kA]¢>-

(4.38)

Fir das Skalarprodukt im Konfigurationsraum
ist uns die Theorie des freien Teilchens von Nutzen.
Dort wirkt, wie wir in Abschnitt 3.9 sahen, das Ein-
engen auf den Raum der Losungen positiver Energie
der Gleichung

(4.39)

P2| gy = m?| )

im Konfigurationsraum als Beschrinkung auf die
Integration bei einem festen Wert der Zeitvariablen
(oder dquivalent als Beschrinkung der Integration
auf eine raumartige Hyperfldche in der Raumzeit 38,
vgl. § 3b). Wir beachten nun, daf} fiir die Losungen
der Wellengleichung

P2|p) = (G2 + O(pm2) | ¢,

Po| @) = (Go + O(nm))| >
ist, d.h., dal die Losungsrdume der Gleichungen
P2| @) =m2| @) (4.39)
G2| gy = m2| @) (2.41)

nahe beieinander liegen. Der analog zu Gl. (3.65)
mit Gy anstatt Py gebildete Operator

> [d3x[(—1i 00 — gAo)|z 0> (x|
+|2a) - (i — gdo) <z c|](4.40)

sollte also bis auf einen Fehler von der Ordnung %
der Projektor auf den Losungsraum der Wellen-
gleichung sein. Den Definitionsbereich beschrinken
wir auf Losungen zu positiver Energie. Doch hat
auch dann noch dieser ,,Projektor einen Schon-
heitsfehler: er ist nicht positiv definit. Das liegt
aber an weiter nichts als einer unzweckméifig ge-
wihlten Beschreibung des Feldes; wir sehen nim-
lich, dal man durch eine — physikalisch folgenlose
— Umeichung des Potentials gemdB Gln. (2.39),
(2.40) das Skalarpotential zum Verschwinden brin-
gen kann; der Projektor ist dann auf dem Raum
der Losungen zu positiven Frequenzen positiv, wie
er sein soll. Nach dieser heuristischen Betrachtung
definieren wir daher das Skalarprodukt in der Be-

(2.32)

und
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schreibung, in der das Skalarpotential verschwindet,
mit Losungen zu positiven Frequenzen |p) als

pley = Zfd3x<¢]xa>i‘go<xa]<}9>

=3 jasecpled)itfed] 7

=AZfd3x<u7!:cA'}{50 ZA|p>  (441)
=E}[d3x<1f)]xA}ia,H;A, (ia _‘I_A) (xA|§

4.4. Verhalten der Wellengleichung
unter Raum- und Zeitspiegelung

In einer unitdren Darstellung wird die Raum-
spiegelung Z durch einen unitéren, die Zeitumkehr
7 bekanntlich 39 durch einen antiunitdren Operator
bewirkt. Dabei transformieren sich die in der Wel-
lengleichung auftretenden Grofen nach

. P—>_—_P J: P—-—P
PO PO PO — PO
Jir —>Jik Jie ——Jik
Joi —— Joi Joi —Joi
A—-—A A—-— A4 (4.45)
40 s 40 40 5 40
Fix — Fix Fix > — Fu
Foi—>— Foi Foi — Fo;.

Die Wellengleichung in der kanonischen Basis,
Gl. (2.36), ist also gegeniiber Raum- und Zeitspiege-
lung invariant. Anders die Wellengleichung in den
Spinorbasen: ein Spinor wird unter Raumspiegelung
in den zu ihm konjugierten Spinor iiberfiihrt, wie
man aus der Definition (3.23) entnimmt. Die Glei-
chung in der Spinorbasis geht also unter Raum-
spiegelung in die Gleichung in der dazu konjugierten
Spinorbasis tiber. Unter Zeitumkehr dagegen trans-
formieren sich J = S und N = ¢S, wenn wir zum
Beispiel die (so)-Darstellung betrachten, in J=— S
und N= —1¢S. Bekanntlich ist nun

ds(z)Sds-1(m) = — S, (4.46)

wobei ds(sr) die Matrix der Drehung um den Win-
kel & um die y-Achse bedeutet35. Wir finden also,
daB unter Zeitumkehr die Gleichung in einer Spinor-
basis {A | in die Gleichung in einer dazu dquivalen-
ten Spinorbasis ds(z){A4| iibergeht. In der Ein-
leitung haben wir schon angedeutet, dal das Trans-
formationsverhalten der Spinoren unter Spiegelung
die Matrixelemente nicht beriihrt, weil diese aus
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Spinor und konjugiertem Spinor symmetrisch ge-
bildet werden; man sieht dies an der Definition der
Skalarprodukte (4.38), (4.41).

4.5. Gultigkeit der Wellengleichung
in tnhomogenen Feldern

Die Wellengleichungen wurden fiir den Fall homo-
gener elektromagnetischer Felder abgeleitet; diese
Bedingung ging in Gl. (2.4) bzw. (2.9) ein. Fur ge-
ladene Teilchen lafit sich die mogliche Korrektur,
die durch eine Inhomogenitéat der Felder notig wird,
durch die dimensionslose Konstante

y=12/|F|-(|0F'| 4+ | %F"

) ulpn (447)
nach oben hin abschétzen ; dabei ist 42 die Compton-
Wellenldnge des betrachteten Teilchens, und F, F”’,
F"" stehen jeweils fiir die elektrische oder magneti-
sche Feldstirke: Solange die relative rdumlich-zeit-
liche Variation des Feldes klein gegen die Compton-
Wellenldnge des Teilchens ist, werden unsere Glei-
chungen in guter Naherung auch fir inhomogene
Felder gelten. Zahlenbeispiel : Fiir das Elektron im
atomaren Feld auf der niedrigsten Bohrschen Bahn
ist  von der GroBenordnung 10-2.

Wir moégen ein Gefuhl fiir die Zuverléssigkeit der
Gleichungen in inhomogenen Feldern daraus ent-
nehmen, dall einmal die Dirac-Gleichung, ein Spe-
zialfall fiir Spin 1/2, die Feinstruktur des Wasser-
stoffatoms gut erklart; zum andern liefern sie bei
kleinen Geschwindigkeiten den Ausdruck fir die
Kraft auf ein spinnendes Teilchen in statischen Fel-
dern, den wir erwarten, nimlich

P=q(E+P/mx B)— ud(SB). (4.48)
Multipolmomente von Teilchen hoheren Spins wer-
den von unseren Gleichungen allerdings nicht be-
schrieben.

Beim Wechsel von einer Basis zur andern wurde
nicht benutzt, da3 die Felder homogen waren. Wir
konnen das Argument also auch umkehren: Gilt die
Wellengleichung, auch mit schwachen inhomogenen
Feldern, in einer Basis, so auch in den beiden andern.
Dies koénnen wir anwenden beim Ubergang von der
Dirac-Gleichung in inhomogenen Feldern zur Pauli-
Gleichung: Man transformiert von den Spinorbasen
in die kanonische Basis und betrachtet die Wellen-
gleichung bei kleinen Geschwindigkeiten.
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5. Zusammenfassung

In erster Nédherung haben wir dieses vierzig Jahre
alte Problem gelost, wie relativistische Teilchen mit
beliebigem Spin und beliebigem magnetischen Mo-
ment im elektromagnetischen Feld zu beschreiben
sind. Wir haben uns dabei noch auf homogene Fel-
der beschrinkt.

Wir fanden, daf} die Schwierigkeiten, die in friithe-
ren Losungsversuchen auftraten, im wesentlichen
darauf zuriickzufiihren sind, dall man Beziehungen
zwischen verschiedenen Hilbert-Raumbasen bereits
als Wellengleichung ansah: man verlangte von die-
ser Wellengleichung zuviel, von ihrer Interpretation
zuwenig. Die einzige von der Interpretation her
brauchbare Wellengleichung fiir ein freies Teilchen ist
eine Art Klein-Gordon-Gleichung fiir beliebigen Spin.

Wir entschieden die bisher offene Frage nach
einem brauchbaren Formalismus, um vom relativi-
stischen Hamilton-Operator (oder, klassisch, von
der relativistischen Hamilton-Funktion) zur Be-
wegungsgleichung zu gelangen, zugunsten der
Eigenzeitformulierung der Hamiltonschen Gleichun-
gen18:19, Damit scheiden gewisse Formen relativi-
stischer ,,Hamilton-Operatoren* aus, insbesondere
alle, die von erstem Grade in K sind. Ein Beispiel
ist der Diracsche ,,Hamilton-Operator . Die Dirac-
Gleichung selbst wird von dieser Bemerkung nicht
beriihrt, nur die Interpretation gewisser Operatoren
als Ort, Geschwindigkeit usw., die zu so unphysika-
lischen Effekten wie der Zitterbewegung bei einem
freien Teilchen fihren (eine Diskussion finden wir
bei ARUNASATLAM40).

Nach unserem jetzigen Verstandnis ist die Dirac-
Gleichung ein ungemein gliicklicher Wurf: Zufillig
stimmt die Gleichung, die man durch Jonglieren
mit einer Algebra erhilt, welche indirekt mit den
Spinmatrizen zusammenhéngt, fir Spin 1/2 bei An-
kopplung des Feldes tiberein mit der Gleichung fiir
das Elektron im elektromagnetischen Feld. Diese
»»Ableitung* 148t sich jedoch auf Teilchen hoheren
Spins als eins nicht anwenden.

Die Theorie relativistischer Teilchen mit Spin im
elektromagnetischen Feld ist, soweit man sie durch
Wellengleichungen beschreiben kann, durchsichtiger
geworden. Wir sehen diese Arbeit als einen Beitrag
zur Losung der eigentlichen Aufgabe, eine Quanten-
feldtheorie fiir Teilchen beliebigen Spins zu ent-
wickeln ; in diesem Sinne ist sie als eine erste Nihe-
rung an das Problem der relativistischen Beschrei-
bung von wechselwirkenden Teilchen anzusehen.
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Meinem Lehrer, Herrn Prof. Dr. GEORG SUsSMANN, dem er mich lehrte, physikalisch und nicht formalistisch
bin ich fiir klirende Diskussionen besonders verbun- zu denken. — Herrn Dr. K. HELMERS mochte ich post-
den. Er bewahrte mich vor unfruchtbaren Wegen, in-  hum fiir einige wertvolle Diskussionen danken.

Anhang

A1) Die Form der Erzeugenden infinitesimaler Drehungen in der kanonischen Basis
Die Lorentz-Transformation, die den Vierervektor p in den Vierervektor p’ iiberfiihrt,

(Lp'p)d pv =Py, mit p2=p2=m?, (L.1)
lautet

(Lpp)u” = 0) — mjlg-r Pup’ + Ppup” + Pup” — (1 + '2—%) i) Pu p’] . (I1.2)
Damit wird die Schnellung L, gleich
(Lp)d” := (Lpp)u® = 0, — T(ml’_pz’oo) [Pup” + mpudy + m20%05 — (m + 2 p°) 0% p’]. (L.3)
Die Riickschnellung ist
(LY =0, —

1 )
» o) [Pup? - mOup 4 m? 0085 — (m 4 2p%) pud] - (L4)

s
Fiir die Wigner-Drehung (3.18) erhélt man
'1 P ’ v ’ v
m o) om0y o [(A® = D Pup” + (0 + m Ae°) pudg — (m + p0) A0 (p” + m &)
+ (p'0 + m Ao 02 (p” 4 m0g) + (m + p°) (— pu Ao” — m % Ay +m0%6,")].  (1.5)
Hierbei haben wir p’'= A p gesetzt. Fur infinitesimale Transformationen

A@pf):=1 4+ eJqup (1.6)

(Rap) = Ay + (

nimmt die Wigner-Drehung die Form

v v v 1 1 ( 4 v
(RA(aﬁ),p)u” = 5,4 == E{Qau 5;9 — Gpu 0y — m+E p0 [(pu +m 62) (90 5,9 — 9p0 0%)

+ (ou 62 — 9Bu ‘52) (p” + m 6:1)]} (L.7)
an. Daraus entnehmen wir
(B airyp = (1 + edir)d® (1.8)
und
1 v v 1 v
(Baonp)u'= 0 — &t o (9ik P — Pk 87) 0k 0] = O, — ¢ w0 PTG O — grm &%) % 6}
1
= (1 + & m—i—_pﬁ pm_Jim) . (1.9)

SchlieBlich wird
U(A@k)|pod =01 —iedi)|po)=|(1 — eJix) P, 6" Dyrg(R 4giny,p)
=1 —i1e@iPr—ZxP))(1 —iecSLu)|po). (I.10)
Hierbei benutzten wir die im aktiven Standpunkt, den wir einnehmen, giiltige Beziehung
Ds(R ji1y,p) =D5(1 +eJix) =1 —ie L (I.11)
mit Fr = k1St und setzten
Zu|pod> =id[Op#|pod. (L.12)
Die Differentiation findet unter der Nebenbedingung p2 = m?2 statt. Aus Gl. (I.10) lesen wir ab
Jir|po) = (Zi Py — Xk Pi + L) | p o, (L.13)

anders

J|po) = (% x P+ S)|po). (I.14)
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Analog erhalten wir
Jok|po) = (Zo P — Zx Po + Lox) | po) (I.15)

. 1
mit yOkZ}n*%_*pO*yklPl

Beriicksichtigt man noch die Nebenbedingung p? = m?2 in der Form

p° =/p? + m2, (1.16)
so findet man wegen
3 3 op0 @ 3 8
Po 5 |P> = 1o (EZE + apF '61704) |p% P> = (100 opF — Pk 87,0*) |p>, (I.17)

daBl Zo Pr — Zx Py dann als — Py %}, verstanden werden muf3. Damit schreiben wir Gl. (I.15) als
N|po) = (PVZ + [1/(m + P)] P x S)|po>. (L.18)

In der Form (I.14) und (I.18) wurden die Darsteller der infinitesimalen Erzeugenden auch von Joos6
und SHIROKOV33 angegeben.

AII) IIs-, Ds-, Ds-Matrizen
Die ITs-Matrizen sind definiert durch
ITs(pjm) := D3 (L; %) Ds(Ly) = D (L) Do (L Y). (IL.1)
Sie transformieren sich unter Lorentz-Transformationen geméaf}
IT5 (A p[m) = D3 (A)IT5 (p/m) Ds*(A) . (IL.2)

Wir zeigen jetzt, dal die Matrixelemente /7% p(p/m) Polynome vom Grade = 2s in den p#/m sind:
— N3 = — Jog erzeugt die Schnellungen L~-1(p9, 0, 0, p3) in Richtung der z-Achse. Fiir eine beliebige
Schnellung gilt

L;'= R[(p° 0,0, p*) — (p°% p)] L71(p%, 0, 0, p*) = Rexp(—(N?3) (IL.3)

mit { = Arsinh p3/m = Arcosh pO/m . (IT.4)

In dieser Weise spalten wir die Winkelabhéngigkeit der Schnellung von ihrer Abhéngigkeit vom Betrag
des (Dreier-)Impulses ab. Bis auf eine Drehung ist also D$ (L, 1) gleich exp (— £ 83); damit sind die Matrix-
elemente /1% z(p/m) in einer Darstellung, in der S3 diagonal ist, gleich

~2lel

8 s 3 P° P?
IT 5 (p/m) = Diyo(R) exp(—200) Dgy(R) = Dio(R) (5 = 2) 7 Dop(R); - (1L9)

m m

hierbei gilt das positive Vorzeichen, wenn C > 0 ist. Der groftmogliche Exponent des Polynoms ist 2s.
Durch die Drehung geht p3 iiber in eine Linearkombination der Komponenten von p. Daraus folgt die
Behauptung.

Multiplizieren wir /15 (p/m) mit m2s, und driicken wir weiter m2 durch p? aus, so erhalten wir fir die
Matrixelemente 7% z(p) homogene Polynome vom Grade 2s in den p#: Aus Gl. (IL.5) entnehmen wir,
daB nur gerade Potenzen von m in diesen Polynomen auftreten [2 (s — C) ist gerade]; somit ist I75(p) ein
ganz rationales Polynom in p#. Wir setzen daher I75(p) an als 3.37

II*(p) = m2e Ds (L) D** (L Y) = t#retrep, ... Dy, - (IL.6)

Die Matrizen t#'---#* sind beziiglich der Indizes u; symmetrisch. Fordern wir, daf} sie in allen Bezugs-
systemen gleich sein sollen, so muB} fir sie die Beziehung gelten:

DS(A) {H1..H2s sk (A) — V1.2 A“m. . A,,,“”" . (II.7)

Diese Gleichung niitzen wir fiir die Berechnung der ¢*} und schlieBlich der /7¢(p) aus. Betrachten wir
infinitesimale Transformationen, so lautet Gl. (I1.7)

(1 —iedgq) tm1 (1 + i £J5) = (1 — £ 06)y ™ - (L — £J0g),, 20 1717, (IL.8)
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und wir bekommen die Beziehung

1]

28 s

P (Joo bt — t10T35) = > (Joq) vha threestioits =5 (g s — SHag. ) phiessranestse, (I1.9)
A=1 A=1

Setzen wir speziell p = 0, 0 = 1, so erhalten wir die Rekursionsformel

28 28
z (56“#41... oekes = Z Oyl rthtee ootz L (N i} + t(#}Ni*) (I1.10)
=1 i=1
oder, da wir in der Spinordarstellung rechnen,
23 28
;2165””1”.{.“#52 = Z 6::!”#1...0...;12. + Si e + i Qi (1111)
= =1

Sie bedeutet: Sei ein Indexsatz {u} = p1 ... uosgegeben. Dann ist die linke Seite der Gleichung eine
Summe von Ausdriicken, in denen ein Index 0 durch ¢ ersetzt ist; auf der rechten Seite ist entsprechend
im ersten Teil der Index ¢ durch 0 ersetzt. Wir konnen daher jedes t® auf die t*} mit einem bzw. zwei
Indizes 0 mehr zuriickfithren; ein allgemeines ¢ 148t sich rekursiv aus {0---0 berechnen. {0---0 wiederum
ist leicht aus Gl. (IT.6) im Ruhesystem abzulesen:

118 (m, Q) = m25 = 10---0yp2s . also $0---0=1. (IT1.12), (11.13)

Diese hiibsche Methode wurde von TunG3 angegeben.

Die Konstruktion eines unter Lorentz-Transformationen invarianten Vektors aus zweidimensionalen
Matrizen, auf welcher der Spinorkalkil fur s = 1/2 aufbaut4l, ist auf beliebige Spins einfach zu verall-
gemeinern, indem man aus den (2s -+ 1)-dimensionalen Spinmatrizen in der beschriebenen Weise Tensoren
von 2s-ter Stufe bildet37.

Als Beispiele berechnen wir die Formeln fir s = 1/2 und s = 1:

s=4: 0=1; ¢=28; INZp)=p'—2Sp;
§=1:140=1; 0 =¢0i=78i; ik =_— ok SISk SkSi; (I1.14)
11\ (p) = po®* — p* —2p°Sp + 2(Sp)*.
Die I15-1(p) erhalten wir aus den /13 (p), indem wir p durch — p ersetzen. Wir sehen dies bei genauer

Betrachtung der Gln. (I1.3) f oder auch aus einer anderen Schreibweise der /75 (p/m): Wie — N3 die Schnel-
lungen in Richtung der z-Achse erzeugt, so — e IV die Schnellungen in Richtung von e:

Lt =exp(—CeN) mit (= Arsinh|p|/m = Arcosh p°/m. (IL.15), (11.16)
Entsprechend wird
D (L) = Ds*(LyY) = D*(Ly) = exp(—CepS),  D*(Ly) = exp(lepS) (IL.17)
und
IIs (p/m) = exp(—2(epS), 1[5 1(p/m)=-exp(+2LepS), (IL.18)
wobei ep»=p||p| (I1.19)

ist. Aus diesen Gleichungen schliefen wir weiter

Ds(Ly') =exp(—(epS) =exp(—2&epS) (I1.20)
; , |p| VPO +m
mit § = (/2= Arsinh ;570 = Arcosh pV2 = (I1.21)

dies wegen sinh& = |/ (cosh2& — 1), coshf=}/}(cosh2&+1). (I1.22)
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Die explizite Form der D*(L;*) ergibt sich also aus der Form der I73(p/m), indem wir ersetzen:

V—" +m ya P
o om0 m — - T Emea (I1.23)
Fir s = 1/2 und s = 1 bekommen wir
T R T ey _Sp__ -1y _ (Sp)?
DLy = o (Vpo Tm— 2Vﬁojr_ﬁ), bz =1—2+ CP (IL.24)

Wir wollen nun die fithrenden Terme von /73, Ds fiur kleine Geschwindigkeiten bestimmen. Aus den
Gln. (IL.11), (I1.13) folgt

0\2s Sp p0 [p0\2s—1 &
115 (p/m) = (%) —2 7: % (%) -+ pipk Tk (I1.25)
und daraus
- + Sp [P0+ m\s—1 g
Ds(L;Y) _(”2mm) - (pzm’") + pipk ik, (I1.26)
Fir kleine Geschwindigkeiten haben wir
0_
ITs(plm) = 1 =252 - pige e - 0 (B 2M), Doy = 1 — P 4 im0 (P ™), (w2
Wir sehen aus den Gln. (I1.25), (I1.26), daB fur
P=G+4 0O(nm), (11.28)
wobei 7 <€ 1 ist, auch
IIs(P|m) = II*(Gm) + O(n),  Ds(Lp')=D3(Lg*) + O(n) (I1.29)

gilt.
Abschliefend bestimmen wir noch die GroBenordnung des Unterschiedes der Ortsoperatoren in den
verschiedenen Basen. Zum Beispiel ist nach Gl. (3.36)

- . 0
B — &= Do (LyY) i g D*(Ly); (I1.30)
mit Gl. (I1.17) finden wir
Do (L5 i Do(Ly) = exp(— L e55) i s exp (L p )

¢ 1 1 S
PSP (5 — |p'|3’) oy S S eaSen (g =)+ @Y
die letzte Zeile wegen ¢ s |p|/m. (I1.32)

Der Unterschied ist damit von der Ordnung 1/m, d.i. von der Ordnung der Compton-Wellenlinge des
betrachteten Teilchens.
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